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AVEUTISSIÎMKNT.

Kii l'aisaiil ()araîLrc le piciiiici' \ olmiu; des OEiivres fie Charles

Ilennite, je tiens à dire coinhien j'ai été aidé dans cette publi-

cation par un géonirlre distingué, Xa\ier Slonll', protcssem- à la

Facidlé des Sciences de Besancon, enle\é il y a deux ans par une

mort prématurée. Dans plusieurs Mémoires d'Hermite publiés à

l'étranger, des fautes d'impression s'étaient glissées, et, pour les

corriger, il a été parfois nécessaire de reprendre de longs calculs.

Cette révision du texte a été l'occasion de remarques, dont il m a

paru utile d"indi(pier c[uel(pies-unes sous la forme de notes très

brèves.

La Préface cpii suit esl l.i Leeou que j'ai faite à la Sorbonne

sur rOEuvre scientifique de Cliarles Hermite cpielques semaines

après sa mort. F^e portrait, inséré dans ce \ olume, est la repro-

duction d'un dessin au crajon représentant Hermite à l'âge d'en-

viron vingt-cinq ans.

Emile ÏMCARD.





PHÉFACE

Vous savez, Messieurs, la perte immense qu'a faite la

Science française le i4 janvier dernier. La mort de M. Her-

mite touche particulièrement FUniversité de Paris, où Fil-

lustre géomètre a occupé de 1869 à 1897 la chaire d'Analyse

supérieure. 11 n'a pas voulu qu'on prît la parole sur sa tombe :

nous n'avons donc pas pu entendre les voix autorisées qui

auraient dit ce que lui doivent la Science et l'Enseignement.

Cette grande vie scientifique demandera des études appro-

fondies, qui se préparent certainement de différents côtés. A
défaut d'une telle étude, qu'il me soit permis aujourd'hui, en

reprenant cette année mon cours dans cette chaire qui fut

celle de M. Hermite, de jeter un coup d'œil sur son œuvre.

I.

Charles Hermite naquit à Dieuze, en Lorraine, le 24 dé-

cembre 1822; il fit ses études au collège de Nancy, et les

termina à Paris au collège Henri H et au collège Louis-le

Grand. 11 eut à Louis-le-Grand comme professeur de Mathé-

nialiciues spéciales un maître distingué, M. Richard, qui,
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quinze ans auparavant, avait été le professeur d'Evariste

Galois. Tout en suivant les cours du collège, le jeune Her-

mite allait lire à la bibliothèque Sainte-Geneviève le Traite

dr la résolution des équations numériques de Lagrange,

et il achetait avec ses économies la traduction française des

Recherclies arithmétiques de Gauss : « C'est surtout dans

ces deux livres, aimait-il plus tard à répéter, que j'ai appris

l'Algèbre. » L'excellent M, Richard s'alarmail un peu de

voir son élève si loin des programmes d'examen, mais il n'en

disait pas moins un jour au père d'Hermite, qui ne se rendait

peut-être pas très bien compte de la valeur du compliment :

« C'est un petit Lagrange. » Le premier volume des Nou-

velles Annales de Mathématiques, fondées en 1 8^2, renferme

deux Notes signées de Charles Hermite, élève du collège

Louis-le-Grand. L'une n'est qu'un exercice, mais, dans la

seconde, on reconnaît un lecteur assidu de Lagrange qui a

déjà beaucoup réfléchi sur la théorie des équations. L'objet

de ce travail est de démontrer l'impossibilité de la résolution

algébrique des équations du cinquième degré; la démonstra-

tion très simple qu'on y trouve pourrait, avec de légères

additions, devenir classique. Hermite entre à l'Ecole Poly-

technique à la lin de 1842; les exercices de l'Ecole ne l'em-

pêchent pas de poursuivre ses méditations mathématiques,

et, dès le mois de janvier i843, il écrit à Jacobi, sur le conseil

de Liouville, pour lui faire part de ses recherches sur les fonc-

tions abéliennes. Le grand géomètre allemand avait, par une

merveilleuse (liviiialion. moulrc (piehpies années aupara^aut

comment on dcNail gciici-aUser le piobiriiit' tic l iiiversitin de

rinlt''i;raK' eirq)li(|ui'. Mais les propriétés essentiflles îles nou-

velles transcendantes étaient si peu connues, cpi'un géomètre,

doué ccpcndanl d'une raïf pciiéli alion. se niéprenail encore
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en iS/i'i sur leur iialiiic rimlc d'avoir saisi le [H'incipe foiula-

iiKMilal rclalil à la cocxislciKM^ dos [x'-riodcs; h-s Lravaiiv de

(jlopelcl de Uosciiliaiii iir dcvaiciil \ciii[' ([iic ((uclques années

plus lard, llennilo étend aux fondions abéliennes le théo-

rème donné par Al)el poui' la division de Far^unient dans les

fonctions elliptiques; il montre que les équations correspon-

dantes sont résolubles par radicaux, et il traite de l'abaisse-

ment de Téquation relative à la division des fonctions com-

plètes. L'année suivante, en août i8Vh Herinite envoie à

Jacobi une seconde Lettre où il étudie le problème de la

transformation des fonctions elliptiques. Son but est d'abord

de retrouver les résultats énoncés par Jacobi sur cette ques-

tion capitale, mais on trouve, en réalité, dans ce Mémoire,

tous les principes de la théorie des fonctions de difTérents

ordres, fondions <pielquefois désignées sous le nom àefonc-

tions intermédiaires et si importantes pour la théorie géné-

rale des fonctions doublement périodiques. Ces deux Lettres

intéressèrent vivement Jacobi, (jui lit au jeune mathématicien

français riioiineur de les insérer dans l'édition complète de

ses Œuvres. On a souvent cité les dernières phrases de la

réponse de Jacobi, qui possédait de son coté plusieurs des

résultats indiqués par son correspondant. « Ne soyez pas

fâché, Monsieur, si quelques-unes de vos découvertes se sont

rencontrées avec mes anciennes recherches. Comme vous

dûtes commencer par où je finis, il y a nécessairement une

petite sphère de contact. Dans la suite, si vous m'honorez de

vos Communications, je n'aurai qu'à apprendre. » Une autre

phrase, celle-là d'un intérêt purement mathématique, mérite

encore d'être retenue : « En cherchant, disait Jacobi, à tirer

la transformation directe des propriétés des fonctions 0, sans

faire usage de leurs décompositions en fadeurs infinis, vous
H. ~ I. b
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avez pensé savaiiiiiK'iiL aux cas, plus ;^énérau\, où prohable-

iricnl on doit se résignera rimpossibilité d'une décomposition

en facteurs. » Cette remarcjue devait fructifier dans Tesprit

d'Hermite; nous la retrouverons plus tard dans son Mémoire

célèbre sur la transformation des fonctions abéiiennes.

C'est principalement de théorie des nombres que s'occupe

Hermite dans les années suivantes. Il y est conduit d'abord

par le théorème purement arithméticfue de Jacobi sur l'im-

possibilité d'une fonction d'une variable à trois périodes, et

peu à peu la lecture assidue des RechercJies arillimc-

tiques de Gauss l'amène à des problèmes de plus en plus

étendus. La théorie des formes et les irrationnelles algé-

briques font alors l'objet des méditations profondes d'Her-

mite qui, continuant sa correspondance avec Jacobi, lui

envoie quatre Lettres sur la théorie des nombres. Rien ne

montre mieux que ces Lettres le génie d'Hermite; la puis-

sance d'invention sur des sujets aussi nouveaux et aussi difti-

ciles y est prodigieuse. Les idées s'y pressent abondantes et

touffues ; elles seront développées et précisées dans des Mé-

moires ultérieurs, et il en est plus d'une dont la fécondile

n'est pas aujourd'hui épuisée. C'est dans la lliéoiie des formes

quadratiques à un nombre quelconque de variables que se

trouvent les piMni't|)('s des méthodes employées : il est d'abord

établi (pie. étant donnée une forme quadraliipic à n vai-iables

el à cocfliricnts réels quelconques, le mininiuin de la forme

pour des valeurs entières (jui ne sont p.is loulrs nulles est

inférieur à p„\'IX en design.ml par 1) la \aleur absolue du

déterminant, el par p„ une quantité numérique dépendant

3 \ ^

seulement de //. I Ici'niitt' a donné poui" ce noinlui' (
-,-

j ; on

a depuis obleini |)our z„ une valeur inférii'ure. mais le point
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essentiel est, poiii' (iii iioiiihre doiiiK' de \ iiriahles. la liini-

lalioii du miiiiiiiiiiu à 1 aide du di-leiiiiiuauL seul de la toiiiie,

(juoiqiie dans cerlaincs questions il puisse être avantaiL^eux:

d\i\oir la nionidie valeui" |)()ssible. ('e résullal ohleiiu, une

considération extrènienienl <)iii;inale jjei'inL't, en [treniier lieu,

à Herniite de rap|)li(|uer à la i;(''néralisali(»n de la lln-orie des

tVaclions eonlinues, en chei'cliant rap[)ro\inialiun siujidlanée

de plusieurs (|uanlil»''s au moyen de fractions ayant même

dénominateur /// ; Terreur dans cette représentation appio-

chée de // (juantités est de Tordre —^_^- C'est un point sur

lequel il convienl d'insister, non pas seulement à cause de

l'intérêt du résultat, mais parce que nous avons là le premier

et mémorable exemple de cette introduction des variables

continues dans la théorie des nombres, (jue nous allons

bientôt retrouver dans des problèmes plus vastes.

Dans le cas d'une seule grandeur A, le résultat est bien

simple, mais met remarquablement en évidence le rôle de la

variable continue; Hermite considère la forme quadratique

linéaire

A étant une quantité positive quelconque; du théorème pré-

cédent on conclut de suite que l'on peut trouver deux en-

tiers m et 11, tels c[ue

I

m — A /«
! <;

n y/s

résultat plus précis, d'ailleurs, que celui donné par la théorie

des fractions continues, à cause du facteur yJ- Quand A croît

d'une manière continue, les mêmes entiers ni et n peuvent

d'abord être conservés pour satisfaire aux conditions voulues;
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iiiLiis, au passage de A par une certaine valeur, il faut Ijrus-

quement prendre deux nouveaux nombres m' et n\ et Ton a la

relation
mn'— m' n r~ ± i.

La théorie élémentaire des fractions continues se présente

ainsi sous un jour cssentiellemcut nouveau et se trouve sus-

ceptible d'être généralisée, en même temps que la continuité

avec la variable A se trouve introduite dans une question

arithmétique.

Dans le cas de /i quantités données A,, Aj, ..., A„, il

faudra envisager la forme quadratique à /^ 4- i variables x^,,

(xi — A,^o)^+ ('^2— Ao.ro)- ^.
. .+ (j:„ — A„^o)-+ Vi'»

où A est une quantité positive quclcon(jue. En appliquant à

cette forme le résultat énoncé sur le minimum d'une forme

(juadralique, on arrive de suite à la représentation approchée

des quantités A, l'approximation étant liée à la quantité A

(ju'on peut prendre aussi grande que l'on veut. Le ihéorèmc

de Jacobi sur l'impossibilité d'une fonction à trois périodes

peut êtie aussi établi par des considérations analogues, et

Mermitc fut ainsi conduil à la démonslralion do rinipossi-

bilité pour une fonction de // variables complexes d avoir plus

de 2n systèmes de périodes simultanées, théorème que Rie-

mann devait retrouver ultérieurement. Citons encore \ci.

quoi(ju'elle ait été donnée beaucoup plus lard par ilci-iiiili'.

la démonstration d'un résultat d'abord établi par Tchebvehi'IV

et susceptible de généralisations très étendues : élanl doiiiices

deux constantes (nn'leoiujues a et h, ou pciil IrcMiNi'i- doux

entiers ./• cly, tels (jiic

I
11'

U' — a Y — L>\<. — •

./
' 2 >•
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La UK-lliodc (rilcntiilc lui pcriuel mùiiK.' de rein[)Iaccf 1(î

2
•

'•7

Xj'inhocluclion de variables roiiluiues dans certaines

formes quadratiques a élc l'idée fondamentale (|ui a dominé

la longue suite des travaux arithmétiques d'Hermite. Je ne

puis songer à entrer dans le détail de ces profondes recherches
;

arrêtons-nous seulement sur les points de vue nouveaux, qui

ont été si féconds dans Tétude des formes quadratiques à un

nombre quelconque de variables, des irrationnelles algé-

briques et des formes décomposables en facteurs linéaires. On

sait que Gauss, dans ses recherches arithmétiques, a élevé un

monument à la théorie arilliMi(''lif[ue des formes quadra-

tiques à deux variables dont Tétude avait été commencée par

Lagrange et Legendre, et a posé les bases de la théorie des

formes quadratiques ternaires. Le problème de la réduction

des formes quadratiques est d'une importance capitale; la

difficulté n'est pas la même suivant qu'il s'agit de formes dé-

finies ou indéfinies. Hermite, traitant d'abord le cas plus

simple des formes cpiadratiques définies à un nombre quel-

conque de variables et dont les coefficients sont des quantités

réelles quelconques, donne différents procédés de réduction,

d'où se déduit immédiatement que. pour les formes définies

à coefficients entiers et de déterminant donné, il n'y a qu'un

nombre limité de classes. L'étude des formes indéfinies à

coefficients entiers présente des difficultés beaucoup plus

considérables, qui tiennent en grande partie à ce qu'il y a

une infinité de substitutions semblables, comme les appelle

Hermite, c'est-à-dire de substitutions à coefficients entiers

transformant la forme en elle-même. Les points essentiels de

la théorie des formes indéfinies sont rattachés, d'une manière
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vraiment géniale, à la considération d'une forme définie

associée dépendant d'un certain nombre de paramètres arbi-

traires, et ici nous voyons apparaître les variables continues

dans un problème arilbmé tique extrêmement diflicile. Les

substitutions à coefficients entiers, permettant de réduira

successwement CGlle forme définie, quand, par une variation

continue des paramètres, elle cesse d'être réduite, conduisent

aux substitutions semblables, et Ton peut démontrer qu'il

existe un nombre fini de substitutions à l'aide desquelles on

obtient toutes les substitutions transformant la forme en elle-

même. Il résulte aussi de cette admirable analyse que, pour

les formes indéfinies à coefficients entiers comme pour les

formes définies, il n'y a qu'un nombre limité de classes pour

un déterminant donné: on en déduit la solution du problème

de l'équivalence de deux formes.

Les principes précédents s'appliquent aussi aux formes à

coefficients entiers de deg^ré quelconque décomposables en

facteurs linéaires; leur théorie est même à bien des égards

beaucoup plus simple que celle des formes quadratiques. Les

substitutions semblables sont ici deux à deux peimutables, et

elles peuvent toutes s'exprimer par un produit de puissances

de certaines substitutions, dont le nonii)re s'obtient dune

manière très remarquable : Si a désigne le nombre des fac-

teurs réels dans la formo, el h le noini)r(> des couples de fac-

teurs imaginaires conjugués, il y a a — h substitutions sem-

blables fondamentales. La démonstration de ce Ikmu théorènie.

énoncé seulement parllermite au coninu'nctMnenl d un doses

Mémoires, n'a jamais. j(> crois, été dévelojipée. A l'égard des

formes (juadialiipics iiidi-linies, ou ne eomiail aujourd'hui

encon^ aucune |)ropositi<»n analog^ue relative au noudire des

substitutions fondamentales, cpii \w sont |»as. en g-ênéial. per
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niiilal)li's; ce soi'ail là iiii difficile, mais hifii iiilércssanl snjel

de recluTclies.

Les formes (|iiadrali(|ii('s liiiiaiics i[id(''liides apparlieniKiil

en même temps aux deux types précédenis; l'application à ce

cas très parliculier des principes généraux pourra donner une

idée des méthodes d'Hermite. Soit une forme indéfinie / à

coefficients entiers que nous mettons sous la forme

f z= a{.v -^ y.Y){x -V- pv)-

La forme définie associée est alors

o — (X -4- y.\ )--+- A(,r 4- Iv)- ( A > o),

et l'on doit eu faii(^ la réduction conlinueU.e en donnant à A

toutes les valeurs positives. Pour la variation de A dans un

intervalle convenable ne comprenant pas l'origine, on obtient

un certain nombre de réduites de la forme proposée, qui se

reproduisent ensuite périodiquement quand A va vers Finfini

ou vers zéro. On retrouve ainsi, comme chez Gauss, une sorte

de périodicité, mais sous un point de vue bien différent et

susceptible des généralisations les plus étendues.

Nous n'avons parlé jusqu'ici que des formes à variables

réelles. Hermile a introduit dans la Science la notion de

formes à indéterminées conjuguées, qui a ouvert à l'Arith-

métique et à FAlgèbre un champ extrêmement vaste. Ces

formes se partagent encore en formes définies et formes indé-

finies; laissant de côté ces dernières, Hermite fait une théorie

complète de la réduction des formes définies à indéterminées

conjuguées. Les conséquences qu'il en lire sont très nom-

breuses. Il en est d'une rare élégance. Telles sont les re-

cherches concernant Tapproximalion des quantités complexes

par des fractions dont les éléments sont des entiers complexes
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de Gauss; la méthode d'Herrnite lui donne des résultats plus

précis que ceux de Dirichlet, et surtout elle lui permet de

trouver les rapports existant entre deux approximations

consécutives, ce qui est indispensable pour mettre dans toute

son évidence l'analogie entre les nombres réels et les nombres

complexes. Citons encore la démonstration des théorèmes de

Jacobi sur le nombre des représentations dun nondjre par

une somme de quatre carrés.

Des applications d'un caractère plus général concernent

les formes à coefficients entiers complexes et à variables com-

plexes de degré quelconque décomposables en facteurs li-

néaires; en supposant (piune telle forme o est irréductible,

c'est-à-dire (pic Téquation = nadmet d'autres solutions

entières que les valeurs nulles des variables, Hermite dé-

montre quelles ne forment qu'un nombre limité de classes

pour un déterminant donné. De ce théorème il déduit une

des plus admirables propositions de la science des nombres,

à savoir que : les racines de toutes les équations à coefficients

entiers complexes d'un degré donné, et pour lesquelles le

discriininaut a la même valeur, ne représentant ([u'un nombre

essentiellement limité d'irralionnclles tlistiiKtes. Nous pou-

vons, en deux mots, esquisser la (lémonstratlon : à léipiation

proposée de degré /i, à coefficients entiers,

p V" 4- Q v''-i -H . . .
-i- Ry + S = O,

et dont nous tlésigncrons les racines par r/. /' /. (^n fait

correspondre la forme o à n variables â",^v, 3, u.

o = P"-'(.c -+- ay -i- rt- c -T- . . . 4- a"-'//)

X (.r -r- by'\-h''z 4-... -h 6""'
//). . .(.^• 4- ly-^ /*.- -r-. ..-+-/"-« m),

dont le (lêteruiinant ne dépend que du discriminant de ré(jua-
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tion. Ia^s formes o ;ij)|>arl<'ii;iiil à iiii iioiiihic liiiiil('' déclasses,

il en résullc Cm suile (jiie le noinhrc des inationnelles dis-

tinctes est liniiLé.

Au début de sa carrière, les fonctions elliptiques et abr-

H'Mines avaient appelé rallentiou d'IIennile sur certaines

iirationnelles algébriques. Depuis cette époque, les nombres

algébriques avaient toujours été l'objet de ses méditations.

C'est, sans doute, à leur occasion qu'il entreprit la longue

suite de ses recherches arithmétiques. « Permettez-moi,

disait-il dans une de ses Lettres à .lacobi, de revenir sur les

circonstances remarquables aux(]U('lles donne lieu la réduc-

tion des formes dont les coefficients dépendent des racines

<réquations algébriques à coefficients entiers. Peut-être

parviendra-t-on à déduire de là un système complet de ca-

ractères pour chaque espèce de ce genre de quantités, ana-

logue, par exemple, à ceux que donne la théorie des frac-

tions continues pour les racines des équations du second

degré », et, plus loin, il ajoute : « Quelle tâche immense

pour la théorie des nombres de pénétrer dans la nature d'une

telle multiplicité d'êtres, en les classant en groupes irréduc-

tibles entre eux, de les constituer tous individuellement par

des définitions caractéristiques et élémentaires. » On le voit

à plusieurs reprises revenir sur ce programme. La question

capitale de la recherche des unités complexes dans un corps

algébrique est liée par lui à la réduction de certaines formes

cjuadratiques; dès iS!\5. il passe bien près du théorème cé-

lèbre de Dirichlet donnant le nombre exact des unités com-

plexes indépendantes. Mais il s'attache surtout à trouver pour

les irrationnelles algébriques un algorithme mettant en évi-

dence les propriétés de ces irrationnelles. Pour les irration-

nelles du troisième degré en particulier, le résultat est remar-
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«jiiiiMcmciil simple : on csl roiiduit à un aluoiilliiuo pério-

dique; enlièrcment analogue à relui des fractions continues

dans leur application aux irrationnelles du second degré.

Ainsi, en envisag"eant une éfpjalion du troisième de<;ré à

coefficients entiers ayant une racine réelle a et deux racines

imaginaires 3 cl y, on est conduit, d'après ce point de vue, à

l'éduire pour toutes les valeurs positives de la quantité A la

forme ternaire

et dans cette réduction continuelle se manifeste une périodi-

cité caractéristique des irrationnelles du troisième degré. 11

serait intéressant de comparer les vues générales d'Hermitc

sur les irrationnelles avec les résultats donnés récemment par

jNI. Minkowski où la considération de certaines chaînes de

substitutions permet de donner des critériums nécessaires et

suffisants poni- (ju un noudare soit algébrique.

11.

La th(''orie arillunétique des foruK^s Itiuaires rc'ulre évi-

demment dans le luéme ordre d'idées (jue celle des irration-

nelles alg(''I)iiques. llcrmite lui a consacré plusieurs Mémoires

et a étudié particulièrement le cas des foi-mes de ilegré impair

et le cas des formes (piadraliques. Mais, tandis cjue pour les

formes (juadialiques les ]iréliminaires algébricjues de la tliéo-

rii- anlliinel i(|ue do foiuies soni inmu'dials. il n'en e>| plus

de même (piand on s'élève au\ lorines de degr<' tpieleoucpie ;

la partie al^('l»ii(pie de la théorie [M'cnd aloi"s un developpe-

nienl uialtendii et pn-sente un inlérèl eonsi«^léral)le. (".est ce
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qui aiiiciia llcniiilc à s'ocrii|)Cr de (livci's pi-oMènios d Al-

<;rl)re cl |);iil Iciilif'iciiieiil de la llif'oric dos formes binaires

on il allail (»l)l<'iiii' de niai:ni(i(jues résultais en inrmc temps

que ses émules Cayley et Sylvester.

Les théorèmes de Sturm et de Cauchv sur le nombre des

racines des équations satisfaisant à certaines conditions avaient

vivement frappé les g^éomètres. Sur ce sujet on doit à Her-

mite quelques résultats qui resteront classiques. En partant

de la remarque relative à la décomposition des formes qua-

dratiques en somme de carrés, que Sylvester, (|ui Ta trouvée

en même temps, nomme la loi d^ inertie et que Jacobi avait

aussi rencontrée, Hermite considère d'abord une équation à

coefficients réels, et construit une forme quadratique associée

à l'équation renfermant une arbitraire réelle /. Quand cette

forme est réduite à une somme de carrés, le nombre des

carrés négatifs est égal au nombre des couples de racines

imaginaires de Féquation augmenté du nombre des racines

réelles inférieures à /. Un cas particulier dont la démonstra-

tion est immédiate se formule ainsi : dans la forme quadra-

tique à 11 variables

OÙ la somme est étendue aux n racines a de Téquation, le

nombre des carrés négatifs est égal au nombre des couples de

racines imaginaires. Poussant la question plus loin. Hermite

considère une équation à coefficients complexes; il associe

alors à l'équation une forme quadratique à indéterminées

conjuguées, et, quand celle-ci, par une transformation élé-

mentaire, a été débarrassée de ses termes rectangles, le

nombre des coefficients positifs est égal au nombre des ra-

cines dont le coefficient de \ — 1 est positif. Le théorème de
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Sturm, le lliéorèmc de Caucliy relatif au noiiibre des ra-

cines d'une équation contenue dans un contour et donnant

par un calcul algébrique ce nombre de racines quand le coii-

lour est formé d'une courbe unicursale, se déduisent des ré-

sultats précédents, et sont ainsi établis, comme le remarque

Hermite, sans faire intervenir aucune considéiation de coiili-

nnité.

Les travaux d'IIermite relatifs à la ibéorie algébrique des

formes binaires sont d'une rare perfection; la simplicité des

méthodes et l'élégance des résultats en font de véritables

œuvres d'art. La théoi'ie des invariants devait son origine à

un Mémoire de Boole, mais le vrai fondateur en fut Cayley

qui sut créer toute une nouvelle branche de l'Algèbre. Syl-

vester vint ensuite et apporta un grand nombre de résultats

nouveaux, parmi lesquels la découverte des premiers cova-

rianls. L'idée des invariants n'était pas neuve pour Hermite;

une notion générale sur les invariants s'était olFerte jadis à

lui, amenée par une considération purement arithmétique.

H entre dans la lice, et Sylvester pouvait dire plus tard :

« Nous formions alors, Cayley, Hermite et moi. un<' triuité

invaiiantive. » Un calcul symbolique extrêmement ingénieux

permet à Hermite de montrer ([u"à Ion! eoNariaul d nue

forme de degré ni^ et qui par rapport aux coeflicients tle celte

forme est du degré p, correspond un covariant du degré m
j)ar ra[)port aux coefficients d'une forme de degré p. Les

deux covarianls sont d'ailleurs du mèm(^ degré par rapport

aux indéterminées : c'est la célèbre loi de rt-iipi-oeilé d'ibn--

initc. Ses applications sont innond)rables. Pour eilei' un

e\em|.le relatif aux in\ariaiils, la forme '(piadi'ali(pi<' avant

<'omme niNanant d'" degrc' 2 a la pni<<anei> a de <i>n diseri-

miiiant, d ri'snlte de la loi de réeipicxMti' cpie toutes les
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formes (le dcj^rv pair oui un iii\aiiaiil du s<'coii(l dej^ri'-. I.a

loi est siii'Ioiil iiilcicssaiilc |)oiii' les covariaiils. Ilcniiilcdr-

montrc que loiiles les rorincs binaires, sauf les formes biqua-

dratiques, ont un covariant (juadratiffue. T/importance dcî

ces covariants ([uadralitjues esL capitale; on en déduit la no-

lion de substitution canonique, celle-ci étant une substitution

ramenant le covarianl (piathatique à la forme xy. Au moyen

de cette substitution, des invariants et des covariants d'une

forme, qu'il eût été |)res<jue impossible d'obtenir jamais en

fonction explicite des coefficients de cette forme, prennent

une forme simple. (Iràcc à cette théorie, Hermite découvre

l'invariant du dix-huitième degré des formes du cinquième

degré; c'était le premier exemple d'un invariant gauche,

c'est-à-dire se reproduisant multiplié par une puissance im-

paire du déterminant de la substitution. Nous devons noter

particulièrement la découverte des covariants linéaires pour

les formes de degré impair à partir du cinquième degré; elle

a conduit Hermite, au moyen d'un changemeTit de variables

effectué à l'aide de deux covariants linéaires, aux formes-

types dont les coefficients sont tous des invariants de la forme

initiale. Une application extrêmement intéressante de ces

théorèmes généraux concerne les formes du cinquième degré.

Ces formes possèdent quatre invariants fondamentaux, en

fonctions entières desquels s'expriment tous les autres inva-

riants ; les trois premiers avaient été découverts par Sylvester,

et le quatrième est Tinvariant gauche dont jai parlé plus

haut. Les coefficients de la forme-type du cinquième degré

s'expriment rationnellement à l'aide de ces invariants ;
Her-

mite en déduit qu'on peut amener toute équation du cin-

quième degré à ne dépendre que de deux paramètres qui sont

des invariants absolus, et la discussion complète de la nature,
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réelle ou iiiia<^inaire, des racines de réquation j^énérale du

cinquième degré se fait de la manière la plus élégante.

La lecture de ces beaux Mémoires laisse une impression de

simplicité et de force; aucun mathématicien du xix* siècle

n'eut, plus qu'Hermite, le secret de ces transformations al-

gébriques profondes et cachées qui, une fois trouvées, pa-

raissent d'ailleurs si simples. C'est à un tel ait du calcul

algébrique (jue pensait sans doute Lagrange, qnand il disait

à Lavoisier que la Chimie deviendrait un jour facile comme

l'Algèbre.

Nous avons dit ([iie lobjel piiiuilif d'Hermite dans ses

Etudes sur les formes binaires avait été arithmétique. Il vou-

lait en particulier approfondir cette proposition, que les

formes à coefficients entiers et en nombre infini, qui ont les

mêmes invariants, ne forment qu'un nombre limité de classes

distinctes. Il a développé surtout ses recherches pour les

formes cubi(|ues et les formes biquadratiques, mais il a indi-

qué sur les formes de degré impair quelconque un théorème

bien inattendu, i\m se déduit do la considération des formes-

types : toutes les formes binaires de degré ini|>air à |)a!tir du

cinquième) à coefficients entiers ne forment (pfun seul genre,

au sens d'Eisenstein, c'est-à-dire sont transformables les unes

dans les autres par des substitutions linéaires de déterminant

u/t à coefiicients entiers ou fractionnaires. Que de problèmes

restent ouverts dans cette vaste théorie des formes ! quelles

seront les transcendantes nuincriipics piMimMIant dexprimer

le nombre des classes en fonctions îles in\ariants? c'est lo

secret de laNcnir.

DétonriK' par Ar nouvelles études. Ilcriniti' no (lt'\ait plus

revenir (|u'iii(i{lrnini('nt sur ses premières reeliei-ehes arilli-

métiques: je lai eiilciidn plusieurs l'ois rt^grelter do ne pas
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avoii- ap[)i()r<ni(Ii davantage certaines parties des Mémoiirs

(loiil, je \i('iis (l\'ssa\(M" (1(; doDiicr iiiic icir*'. (l;iiiss ciil sans

tloulc (Je tels regrets en relisant vers la fin de sa vie ses Di.s-

quislliones arithnieticœ. Une grande œuvre scientiri(jiie

n'est jamais achevée. Les niétliodes générales introduites par

lleimite ont ouvert à la théorie des nombres des horizons

entièrement nouveau.v (jui ne sont pas encore complètement

explorés. Tous ceux qui, depuis lui, se sont occupés de hi

théorie des formes ont profondément subi son influence; il

suffira de citer le beau Mémoire de Camille Jordan sur l'équi-

valence des formes, et de rappeler que le merveilleux j)riri-

cipe de la réduction continuelle s'adapte même à des le-

cherches toutes modernes sur la théorie de certaines fonc-

tions uniformes.

Hermite, dans la première partie de sa carrière, que je viens

de retracer, c'est-à-dire jusque vers iS'Îd, fut en relations

suivies, d'abord avec Jacobi et ensuite avec Diiichlet, qui

était peut-être à cette époque le plus apte à le comprendre;

il avait, à ses débuts, trouvé auprès de ces grands géomètres

le meilleur accueil et en avait gardé un fidèle souvenir. Il

écrivait encore quelques semaines avant sa mort qu'il avait

toujours été et qu'il serait jusqu'à son dernier jour un dis-

ciple de Gauss, de Jacobi et de Dirichlet. Les affinités entre

esprits de premier ordre sont toujours intéressantes et utiles

à suivre; le témoignage d'Hermile à ce sujet est précieux, et

l'étude de la plus grande partie de son œuvre le confirme

bien. Cauchy, qu'il a cependant beaucoup connu, n'a pas

exercé sur lui, au moins à ses débuts, la même influence

scientifique.
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III.

La Lhéoiic des fonctions abclicnnes n'avait jamais cessé de

préoccuper Hermite depuis Tépoquc où il était élève à TEcole

Polytechnique. Il voulut étendre à ces fonctions le problème

de la transformation (|u'avaient traité avec tant d'éclat Abel

et Jacobi dans le cas des fonctions elliptitjues; son Mémoire

de i855 sur la liansformation des fonctions abéliennes est

une de ses plus belles œuvres. Etant données les deux équa-

tions difïérentielles qui, pour un radical portant sur un poly-

nôme d'ailleurs arbitraire du cinquième ou du sixième degré,

définissent les fonctions abéliennes, Hermite considère si-

multanément les quinze fonctions uniformes quadruplement

périodiques introduites par Giipel et Rosenhain, et qui sont

les analogues de sur, cn.c et dnx. Le problème de la trans-

formation est alors ainsi posé : Pour un polynôme donné,

déterminer un nouveau polynôme tel qu'en formant deux

combinaisons linéaires convenables des équations différen-

tielles relatives à ce polynôme, les quinze fonctions abé-

liennes correspondantes s'expriment rationnellement à l'aide

des quinze premières. Pour la solution de ce problème ali^^é-

brique, Hermite se place au point de vue transcendant, et

cherche d\ibord à étendre aux fonctions de deux variables

l'analyse iiuliipiée jadis dans sa seconde lettre à Jacobi pour

les fonctions d'une vaiiablc. Mais des difficultés il une na-

ture arilliméli([iie, (jue n'avait pas connues la théorie des

fonctions elliptiques, se présentent dans le nouveau problème.

Les périodes des anciennes fonctions doivent être des sommes

de multiples des périodes des nouvelles. Or il existe une rela-

tion bilinéaire bien connue entre ces périodes; les nombres
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iMiliei's lii;iiiaiil dans la liaiisfoiiiial ion des [x'-riodcs ne sont

(loue |)as aihiliaii'fs, ce qui coïKliiil à un cnsemlile l'cniai-

(|iial)l(' de snUsiilnlions lincaii-cs à cocfficieiils criliers dont

les [)i'0|)ii(''l('s (loi\(Mil <l'al»oi'd cli'c (''Liidi(''('s. Un iioinf)rc cii-

lioi" A jonc dans lï'Lude de ces substitutions un rôle essentiel;

la notion ()<• sysirinos (''f|uiva]onls et non écjuivalcnts se pose

alors, t't il est établi ([uc le nombre des substitutions non

équivalentes est égal à i -+- k -h k'^ -h /f% si k est premier. On
en peut conclure ([ne le nombre des transformalions dis-

tinctes des fonctions abéliennes relatives à un nombre pre-

mier. A" est éi;al à 720 X (i -+- A -h A- -h A'' j. En méiiK.' temi)s

ffue ce théorème fondamental, correspondant an lliéorriiic

d'Abel et de Jacobi sur le nond)rc G(// -h 1 ) dos transforma-

lions d'ordre /?- des fonctions eliipticpies (/^ étant premier),

Hermite donne le moyen de former les relations algébiiques

entre les anciennes et les nouvelles fonctions, résolvant ainsi

complètement le problème qu'il s'était posé. Cet admirable

travail, rédigé d'une manière très concise, a fait l'objet de nom-

breux commentaires, et ouvert la voie à des recherches de na-

ture variée, dont quelques-unes ne se rapportent qu'indirecte-

ment à la théorie des fonctions abéliennes. Citons entre antres

le Mémoire de Lag-uerre sur le Calcul des systèmes linéaires,

où se trouve généralisée la notion des formes quadratiques

correspondant aux substitutions linéaires indiquéesplus haut :

en Algèbre, à un point de vue tout différent, la notion im-

portante de substitution abélienne, telle qu'elle est utilisée

par M. Jordan, trouve son point de départ dans une impor-

tante remarque du Ab'Mnoirc snr la transformation des fonc-

tions abéliennes.

Au milieu de tant de travaux, Hermite ne cessait de s'in-

téresser à la ihéorie des fonctions elliptiqnes. Je ci-ois bien
H. - I.
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(jucIIl' a élé son élude de |)rédilcclion. Les belles formule»,

d'une allure si parfaite, quon y rencontre remplissaient de

joie, comme il le disait, son âme d'algébriste, ainsi que les

rapports si remarquables de ces transcendantes avec TAl-

gcbre et les propriétés des nombres ; les Fundanienla nova

de Jacobi étaient toujours sur sa table de travail. Une addi-

tion à la sixième édition .du Traité de Lacroix est restée

célèbre dans la tbéorie des fondions doublement pério-

diques; c'est de Tintégration dune fonction doublement pé-

riodique, le long d'un parallélogramme de périodes, quHer-

mitc, ici disciple de Cauchy, déduit les propriétés fonda-

mentales de ces fonctions, et en particulier la décomposition

en éléments simples si importante pour le Calcul intégral.

En i858, Hermite reprend J'étude de la transformation

des fonctions elliptiques, et cherche à en approfondir davan-

tage le mécanisme. 11 rencontre ainsi une abondante moisson

et tout d'abord la résolution de l'équation du cincpiième de-

gré. Jacobi avait montré que, dans la transformation de

degré n (/i étant premier), il y a une relation de degré // -h i

entre les racines quatrièmes de 1 ancien et du nouveau mo-

dule; c'est l'équation (]u'on apj>f:lle Véquation nwdulaifi-.

Deux fonctions vont jouer un r(Me essentiel. Emjiloyanl les

nolalions de Jacobi, on sait «pie \k et '\k sont des foneliuns

uniformes de w = -r-r-; Hermite les désigne par Ç'(w) el 'l((xi)

et étudie les liauslornialions qu'elles subissent (piaud on

ellectue sur co une subsliluliou huéaire. Le fait cpie les mo-

dules satisfaisant à l'étpiatiou modulaire sC\piimeMt, en uli-

lisanl les itnniions piécéilenles, par des fonelion> unifoiMue»

d un j)aiiinièU'e avait \i\enient frap|»é ilenuite; d eut le pies-

senliment ipie cette cireonstance n'était possible ipi à cause
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(le la iialiM'c siiimiliric de ct's loiiclioiis, cl la ronchon o(oj)

snr la(|iiclh' il alliia si \i\cni('nl I allcnlion fomn.' le premier

excniplc (le ces l'onclions, avant des lignes de sinmulaiiLes

essentielles, donl M. Poincai'('' devait plus lard lairi.' une

étude générale sous le nom dv foiiclions fLK'lisieuncs.

(ialois avait ('Mionc('' (pie pour it = o, •y, ii les équations

modulaires sont susceptibles (Tun abaissement au degré infé-

rieur d'une unité; ce résultai, retrouvé aussi par M. Betti,

avait été vérilié par llermite dès l'époque déjà lointaine de

ses lettres à Jacobi. Il effectue maintenant la réduction d'une

manière complète pour n = 5, en employant pour former

une réduite une fonction convenable des six racines; il trouve

ainsi une équation du cinquième degré, susceptible crétr(,'

identifiée avec l'équation

x'' — X — a ^ o,

forme à laquelle un géomètre anglais, Jerrard, avait ramené

l'équation générale du cinquième degré sans employer

d'autres irrationnalités que des radicaux carrés et cubiques.

a étant donné, l'identification conduit à une équation du qua-

trième ^degré ^pour trouver le module de la fonction ellip-

ti(|ue. L'équation du cinquième degré se trouve donc résolue,

en ce sens que ses racines se trouvent représentées par des

expressions s'exprimant simplement à l'aide de <p((j>) et '-|/(w^.

Cette résolution de l'équation du cinquième degré frappa

vivement l'attention des géomètres et, quelque temps après,

Kronecker et Brioschi traitaient la même question sans faire

la réduction préalable à l'équation de Jerrard et en utilisant

la relation algébrique entre le module et le multiplicateur

dans la transformation du cinquième ordre.

Dans un Mémoire étendu sur l'équation du cinquième
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degré, Hermite ex[)Osa ensuile ses Iriivaiix, ainsi que ceux(l<.'

Kroneckcr cl de Brioschi, en ulilisanl ses anciennes n;~

cherches sur les formes du cin(|uième degré. On trouve, de

plus, dans ce iMémoire, quelques résultats généraux concer-

nant les équations de degré (|ueIcon(|uc. Il y est montré f|ur,

pour une équation de degré quelconque, on peut former un

certain nombre d'invariants dont les signes donnent le

nombre des racines réelles et imaginaires de lécjuation; pa-

reillement on peut former un système de covariants doubles,

c'est-à-dire à deux séries de variables, servant, comme les

fonctions de Sturm,à détciiniiier le ii()nd)re des racines réelles

comprises entre deux nombres. Hermite complétait ainsi

d'une manière reniai([iial)lc ses premières études sur des

suites analogues à celles de Slurm.

Nous rencontrons bientôt après un long Mémoire sur la

théorie des équations modulaires. Pour réaliser efîeclivemenl

l'abaissement de l'équation modulaire dans les trois cas prévus

|)ar Galois, il fallait calculer le discriminant de cette équa-

lion. Ilennile eiilre[)reiid alors d'une manièi-e gc'-néi'ale une

étude du discriminant des écpialions modulaires et sa décom-

[)osition en facteurs, et est ainsi conduit à d liiipoilaules no-

tions aiillimétiques sur le nombre des classes de loiines (pia-

dratiques. La ibi'oi-ie des ('M|uali()iis luodidaii'es ii ol d ail-

leurs [)as le seul lien où la llu-orie des loiu-lious elliptiipies

vient s(> lier à la lln'orie des t'oi'mes (piadralicpies binaires de

déterminani négalif. I n autre plus élémentaii'e s'oiVre loi's-

<pi'on dévelo|)])e en st-ries li'igonom(''lri(|ues eert;iuis (|uolienl>

de fonelioiis (-); ou obtient ainsi des ideiililes. d où dt'eouli-nt

des propositions très eaeb(''es d" Aritlunetupie, et c'est ain^i.

entre autres l'ésidtats, (|n"IIei'niile relroiiM' les propositions

de Legendre cl i\o (laiiss sur la d(''eomposition des nombres
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en trois caiivs. (les [approclicmciils cirantes, cnlrc (]cs

(|ii('slioiis (le iiiiliiics si (lillérciiles, cxerçaieiil siii' son os[)ril

iiiK' soilc (le l'ascinalion cl (''lai<'iil iiiu^ fies causes de Tatlrail

(|iril <'iil lotijours j)oiir la lln-orie des foncLions elliptiques.

Aussi (''Clivai t-il un jour à piopos des travaux de Legendre

cl de Gauss sur la découiposilion des nombres en carres :

« Ces illustres géomètres, en poursuivant au prix de lanl

(TelTorts leurs profondes recherches surcette partie de TArith-

niclicpic supcrieure, tendaient ainsi à leur insu vers une autre

région de la Science et donnaient un mémorable exemple de

cette mystérieuse unité, (pu se manifeste pai'fois dans les

travaux analyticpies en apparence les plus éloignés. »

IV.

De telles analogies et de tels rapprochcmenis se retrouvent

aussi dans d'autres parties des Mathématiques. La théorie des

fractions continues en Arithmétique, c'est-à-dire la représen-

ta lion approchée d'un nond)re incommensurable par un

nombre rationnel, avait été étendue aux fonctions d'une va-

riable. Étant donnée une fonction d'une variable./; développée

suivant les puissances positives et entières de ./, on peut se

proposer de représenter cette fonction par une fonction ra-

tionnelle de ./, dont le numérateur et le dénominateur soient

de degré n^ avec une approximation de l'ordre in -h i par

rapport à x\ cette théorie des fractions continues algébriques

offre la plus grande analogie avec la théorie des fractions

continues arithmétiques. Hermite, qui s'était occupé de la

représentation simultanée de plusieurs nombres par des frac-

lions de même dénominateur, devait naturellement s'attacher

au problème analogue pour plusieurs fonctions. Ce mode
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nouveau (raj)pro\inialioiis aludtii'jiK's siinullaïK-cs le con-

duisil à une de ses plus hdles découverles, je veux parler de

la transcendance du noud)ie r, hase des lo<^arillmies nr'-pr-

riens. Sou point de dépail, dans ce Mémoire célèi)r<' Sin- la

fonction exponentielle, j)uljliéei) 1873, est Tapproxiinaliou

simultanée d'un certain nombre d'exponentielles de la tonner"-'

au moyen de fractions rationnelles; les différences culic ces

exponentielles et leurs valeurs approchées sont représentées

à l'aide (riutéi^rales définies, et ces approximations pennelteni

d'établir, en faisant.x-= i et en supposant entiers les nombres a,

que e ne peut satisfaire à aucune équation algébrique à coef-

ficients entiers. On savait depuis longtemps former des séries

représentant des nombres transcendants; fJouville paraît

avoir donné le premier de tels exemples, mais ces nombres

ne jouaient aucun rôle en Analyse. L'intérêt qui s'attache à

un nombre aussi fondamental que e donnait, au contraire,

un prix immense à la démonstration de sa transcendance.

Quelques années après, M. Lindeiuaun, eu siuspiiaiil des

études d'IIermite, démon! lait la tianseendanee du rappoit -

de la circonlei'ence au diamètre; eu même ttMups se liouvait,

par suite, éjablie l'impossibilité de la (piadiatiire du cercle.

I/i'lude de ces belles questions a été, dans ces deiiiièrc^s an-

nées, notablement simplifiée, mais les principes au tond sont

restés les mêmes, et les démonstrations très siniph^s (pie U(^us

possédons aujourd'hui ont été suggérées par les niellioiies

d'Hermile.

Après son iMémoire sur re\|)()iieiilielle, lleiinile continua

ses recluM'ches sui' li's frai'lions coiiriiuies alg<'ltri(|iiex. ()|i

connaissait de|)iiis (iauss le i-ôle des pohiioiues de Legendi'e

dans le dêvelop|UMuei)i de log en traction continue, et
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les rocli(M(lu's de M. Heine el de M. (llirislofïcl avaieiiL mon-

tré les ra|)])()ils (le la lliroiic des fractions continues avec vcv-

laiiirs t''(|iiatioiis difl'érenlicllcs linéaires du second ordre.

Heriiiilc ('leiid lous ces résultats en monlraiU comment une

certaine é(|ualiou linéaire d'ordre /i -h i
,
généralisant ré(|ua-

tion de (îauss, se lie aux modes d\ap|)ro\imations simultanées

dont il avait donné une ap[)lication dans son Mémoire Sur la

fonction exponentielle; il étend ainsi, pour ne citer {{u'un

exemple, le résultat de Gauss, en développant n logarithmes

de la forme log-^^ r^(' = '' '-'' ...,//' ''» fractions conli-

imes, ce qui le conduit à i^énéraliser à un [)oint de vue très

intéressant les polynômes de Legendre.

Nous avons déjà eu Toccasion de dire rpic la théorie des

fractions continues arithmétiques peut se généraliser de di-

verses manières. De même, la théorie des fractions continues

algéhriques peut être étendue dans des directions difïerentes.

Le problème suivant paraissait à Hermite de grande impor-

tance et Fa souvent préoccupé : étant données n séries S,,

Sj, . . ., Srt procédant suivant les puissances croissantes de x',

déterminer les polynômes X,, Xj, ..., X„ de degrés a,,

a^, . . ., u^n tlf" manière à avoir pour la somme

une approximation d'ordre li,
, -h . .

. -h |J.„ 4- //— i. Il en

donne une solution très simple dans le cas où les S sont des

exponentielles e"-^\ et réussit dans le cas général, pour n=^ 3,

à trouver un algorithme conduisant au résultat cherché sans

avoir de systèmes d'équations à résoudre. Chemin faisant, il

traite, mais d'une tout autre manière, le problème suivant,

résolu par Tchebycheff et analogue à un problème déjà men-

tionné d'Arithmétique : Trouver deux polynômes X et \ de
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degTÔs m cl //, de iiiiinièrc ;"i a\oir poui' S, \ -h S. V — S.j une

apj)roxinialion d'ordre w -^ n - 2. 1/allure arillimétique, si

je \)\ih le dire, de ees problèmes intéressait vivement Her-

jnile; ils se rallaciiaienl pour lui à des questions importantes

d'Analyse; le Mémoire sur e en est la meilleure preuve. Il

avait antérieuremenl consacré un élégant Mémoire au cas

particulier de la détermination d'un système de polynômes U,

^, A\', tels que U sinj; + Y cosr + W commence par la

plus haute puissance possible de la variable; il en avait tiré

une démonsiration immédiate du théorème de Lauibcil sur

rincommensurabilité de -- et peut-être avait-il songé un ins-

laiil à déduire de ce genre de considérations la transcendante

La puissance de travail d'Hermite était considérable. La

Iranscendance de e, les fractions continues algébriques n-- lui

font pas abandonner les fonctions elliptiques. Dès 187 '-, il

est en possession de l'intégration de Téquation de Lamé^

comme le montrent les feuilles lithographiéesde son C.ours de

l'Ecole Polytechnique. l-]u 1877, il commence la publication

dans les Comptes rendus (\v son giaiid >b'inoirc Sur

quelques appliritllous des fourlions elliptiques. Les fonc-

tions doul)lement périodiques de seconde espèce, e'esl-ii-dire

les fonctions (pii se reproduisent à un fadeur constant près

par raddiliou d'une période, jouent un rôle capital dans le

travail dllermite; il étend à ces fonctions la décomposition

en éléments sinq^les (|u"il avait domiée jadis pour les fonc-

tions i\^^ |)i-cmicrc espèce. Il est |)icl alors |)our faire Tinté-

gralion (riiiic i-(|ii;ilioii rcncoutrce par Laine dans la ibi'orie

de la chaleur. Celte é(jualion linéaire du scciuul oi'di'c reii-

lei-nuMiue cousl.iule arbitraire. Lamé en avail lait l'iuli-ura-

tion |)our certaines valeurs de cette C(Uis[aute: lliMuiite l'in-
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lôgrc dans |()ii> les cas au iiioycii i\('< touchons (loiiMrniciil

périodifjiies (le seconde espèce, cl rallaclie à celle inlcj;[alion

la solution i\i- (|iicl(|iics |)roltlcnies classiques de Mécanique,

conmic la reclierclic du nioiivcincnl d "un corps solide ayant

un [)oinl lixi- cl n"<''lanl soumis à aucuiu.' force, et celui du

pendule coiiiipie. Le C('>lé ali;i''l)i'i<|ue lient aussi une grande

place dans ce Mémoire, et les équations correspondant aux

cas examinés par Lamé y sont l'objet d"une discussion a[t[jro-

fondie. Ces études sur Féquation de Lamé ont ouvert la voie

à bien des reclierclies analylicjues; mais, ce qui intéressait le

plus Hermite, ce sont les appbcations (pi'on en [)0uvait faire

à la Mécanique et à FAstronomie. Le titre (ju'il avait donné

à son Mémoire est à cet égard significatif, ainsi ([ue la sym-

pathie avec la(juelle il suivit les efforts de (jyldéu [)0ur intro-

duire les foiiclious ellipli(|ucs en Mécani<[ue céleste.

J'ai déjà bien longuement parlé des travaux d'Hermite sur

les fonctions elliptiques. Je ne puis m'arréter sur toutes les

questions [.qu'il a étudiées [dans cette théorie, (^ue de Mé-

moires seraien t encore à citer, renfermant des idées ingénieuses

et originalessur lesquelles il revenait avec joie : décomposition

des fonctions doublement périodiques de troisième espèce, à

laquelle M. Appell devait apporter des compléments très im-

portants, dé\eloppements des fonctions eUiptiques suivant les

puissances croissantes de la variable, recherches des valeurs

asymptotiques de (pielipies fonctions numériques, et tant

d'autres, ,

Hermite, comme Kronecker, s'est toujours servi des nota-

tions de Jacobi. Il se trouvait trop vieux pour adopter les

notations de \Yeierstrass, quand elles ont commencé à se

répandre. 11 en reconnaissait sans doute l'avantage au point

de vue de la théorie générale, et certains invariants mis en
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évidence étaient faits pour lui plaire. Mais je crois que la sy-

métrie introduite le touchait [)eu, la dissymétrie entre les

périodes se produisant nécessairement dans les applications.

Rien n'aurait pu le décider à abandonner les fonctions ot

les admirables identités, si précieuses pour rArithmétiqu»\

dont la forme lui était familière depuis tant d'années.

V.

C'est en 1869 qu'Hermitc fut nommé professeur à la Fa-

culté des Sciences. Au début, il traita de la théorie des équa-

tions, mais à partir de 187:"), abandonnant l'Algèbre dans ses

Leçons, il se consacra au (lalcul intégral et à la théorie des

fonctions. Ceux (pii Foui entendu, et il y en a certainement

parmi vous, garderont toujours le souvenir de cet enseigne-

ment incomparable. Quelles merveilleuses causeries, d'un ton

grave que relevait par moments l'enthousiasme, où, à propos

de la question la plus élémentaire, il faisait surgir tout d'un

coup d iuiuieiises horizons, et où à coté de la Science d'au-

jourd'hui ou apercevaitla Science de demain, .lamais profes-

seur ne fut moins didactifpic mais uc fut plus vivant. Je ne

puis, dans mes souvenirs, le conii^arcr (pià NN urtz: sous dos

formes très dilférentes renseignement fui pour eux un apos-

tolat, et j'ai connu des auditeurs peu familiers ,ivec les

sciences et égarés dans les amphithéâtres de l'illustre géo-

mètre et de l'illustre chimiste, sortir stupéfaits de voir qu'une

leçon d'Analyse et une leçon de (Chimie pussenl être si poi-

gnantes et si drainalicpies. (hiand lleiinite parlait de la

Science, il faisait songer à Pasteur, et il aurait |»u faire

sienne celte |)hrase (|iii re\enail souvent sur les lèvres de

son giand eonteni|i(>iain. que la Science se fait mm seu-
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l(Mii('iiL avec rcsjn'it, mais aussi avec le Cduir. (lest ce

(loul, l(''m()ii;ii(' riii<''|)uisal)I(' dévouemcnl d'IIeriiiite [)()ur ses

«'lèves; (|ii(> (l'heiires il a passées à correspondre avec des géo-

Mi«"'lres de tous pays, coiiiiiis ou inconnus, lui souuidtanl

leurs essais et sollicitant ses avis. Vrai directeur scienli-

li<jue, il n'pondait à tous avec une exquise hienveillancc,

«lonnanl sans compter son temps et ses idées, persuadé ([u'un

savant ne contribue pas seulement aux progrès de la Science

par ses travaux personnels, mais aussi par les conseils don-

nés, particulièrement à ceux qui entrent dans la vie scienti-

fique. Une manifestation grandiose devait montrer à Hei-

mite, au soir de sa vie, qu'il n"a\ait [)as eu alTaire à des

ingrats; beaucoup d'entre nous ont sans doute assisté à cette

belle et toucbante cérémonie du il\ décembre 1892, où a été

fêté son soixante-dixième anniversaire.

L'enseignement d'Hermite à la Sorbonne a exercé une

très grande influence. Ses cours ont été lithographies et ont

été lus et médités [)ar tous les géomètres contemporains. Il

ne craignait pas de s'arrêter sur les débuts du Calcul inté-

gral, et il donnait à réfléchir à ses lecteurs sur les sujets les

plus élémentaires. Ainsi une remarque immédiate sur l'ex-

pression de log-
j
par une intégrale définie l'amène un jour

à la notion de ce qu'il appelle une coupure, notion (|u"il dé-

veloppe ensuite d'une manière générale. Les théories fonda-

mentales de Cauchy relatives aux fonctions d'une variable

complexe tenaient une grande place dans son cours. Vers

1880, un Mémoire de W'eierstrass récemment paru appela

vivement l'attention; les leçons d'Hermite firent connaître

en France les idées du grand analyste allemand. Depuis vingt

ans, tous les géomètres ont étudié dans ces leçons la théorie
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lonL ce qui csl accessoire, v sont mises en «'xidciice avec un

lelirf singulier. Kn même temps s'aperçoit lespril précis de

l'algcbristc que fui toujours Hermitc II aimail certes les

théorèmes généraux, mais à condition quon les appliquât

ensuite à quelque question spéciale. Tons les géomètres n'ont

pas à cet égard les mêmes besoins; il suffit à quelques-uns de

jonii- d'un bel énoncé général et il seml)le qu'ils craignent

pres((ue de gâtci' li'iir plaisir artistique par la jx-usée d"une

application à un pioblème spécial. 11 est heureux, je crois,

que tous les esprits iTaient pas les mêmes tendances, mais

Hermite sur ce point avait nue opinion bien arrêtée. Aussi

cherchait-il à illustrer par de nombreux cM'uqiles les propo-

sitions générales de Weierstrass et de Mittag-Lefller sur la

théorie des fonctions. I^es fonctions elliptif[ues lui donnaient

un beau champ d'applications. Son cours lui était l'occasion

de travaux portant toujours une martjuc personnelle. D'une

année à l'autre, il étendait le cercle des ^questions traitées;

dans les derniers temps de son euseigucniciit, il s"i-lail atta-

ché paiti('uliêr(Mii(Mil à la théorie des intégrales eulérieunes.

( )utre les applications (piil v pouvait faire des théorèmes gé-

néraux de l'Analyse, il se plaisait dans les transformations

difficiles des intégrales définies, qu'il maniait avec nu art

consommé rappelant les grands géomètres de la première

moitié du siècle dernier, ai't qui sem])le se perdre anjourd'hui .

Des Alémoires élégants sur une extension de la formule de

Stirling et sur la fonction logrtc/) furent 'le fruit de ces

nouvelles recherches.

Ilciniitc, (liiiis ses leçons, ne s'arrêtait pas à discuter les

premiers |)iiiuipc< Ar V \nal\se. 11 pensait modest(Mnenl cpic

les (''Indes de Philosophie uiallii''inati(pi<\ si en honneur au-
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ioiiiHl'Iiiii, (lt'\;iii'iil ('Ire de i;iiiii(l(' un jxtilaiicc, |)iiis(|ii(; l;iiil

(l'csprils t'iiiiiiciils s V adoiiiK'iil ; mais, mairie lotili; sa l)Oiiii('

Vôloiiti', il ne ()()ii\ail a ni \ ( M' à s'y iiilôrcsscr. I.a cause en ('la il

pciit-rlrc dans sa |)liil<)si)|>liii' un pru ui\ si i([uc sur Tessencc

du u()nd)i('; d croyait (juc les iioinhies loiiucul un monde

a\anl sou existence jiropre (mi dehors de nous, monde dont

nous pouvons saisir seidemeul ici-bas (|uelques-uijes des liar-

iiionies ])i()t"ondes. Dans ranti(juité il eut été platonicien, et

au moyen àj;e, dans la longue querelle entre le réalisme et le

nominalisme, il auiail suivi ("luillaiime de Cliam|)eaux avec

les r«''alistes. Dans inie splièi'c mouis élevée, mais dans un

ordre d'idées se latlaclianl à ce (|ni |)récède, il avait vu avec

regrets les efiorts laits depuis une vini;laiue (rannées [)our

introduire Textréme rigueur dans rensei^iiemenl élénu-n-

t.aire. On lit, dans un article écrit (pielques semaines avant

sa mort et destiné à un journal d\'iiseii;iiement : « L'admi-

ration, a-t-on dit, est le piincipe du savoii-, ...; je iiiautori-

riserai de cette pensée pour exprimer le désir qu'on fasse la

j)arl [)lus large, [)Our les étudiants, aux choses simples et

belles, qu'à rextréme riguet^r aujourd'hui si eu honneur,

mais bien peu aUrayanle, souvent même fatigante et sans

grand profit pour le commençant qui n'en peut comprendr*;

l'intérêt. » Toute la mélhode d'enseignement crHermile

lient en raccourci dans ces quelques lignes : personne plus

que lui ne sut exciter radmiration pour les choses simples et

belles.

Arrivé au terme de cette leçon, je suis loin d'avoir énuméré

tous les Mémoires ou \otes d'Hermite cjiii demanderaient

une mention. Il faut au moins citer ses recherches sur la

représentation analytique des substitutions, ses belles études

sur les polynômes à deux variables qui généralisent les poly-
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nomes de Lci;endre, sur riiiterpoladon, sur les nombres de

Bernoulli, sur les fondions spliériques, etc.; toutes portant

la trace de sa rare pénétration.

Lagrange vieillissant, à ce que raconte Delambre, avait

perdu le goût des Mathématiques, et son enthousiasme s'étail

éteint. Hermite fut plus heureux; les fatigues de l'âge ne ra-

lentirent pas son activité intellectuelle, ni l'intérêt qu'il pre-

nait aux choses de la pensée. Sa belle intelligence garda

jusqu'à la lin toute sa vivacité, et il continuait à suivre de

près le mouvement scientifique contemporain. Sans doute,

chose bien naturelle chez un vieillard de son âge, il avait à

faire des réserves au sujet de certaines hardiesses de la pensée

mathématique actuelle; mais, plus optimiste sur ce terrain

qu'il ne l'était dans d'autres domaines, il aimait à espérer que

de cette vie intense sortirait quelque chose de grand et de

durable, et il entrevoyait un bel avenir pour la Science ma-

thématique du xx'^ siècle. Parfois il regrettait (jue la théorie

des nombres fût peu cultivée en France, regret d'autant mieux

justifié que la pénétration fatale de la théorie des nombres

dans la théorie des fonctions doniicia une grande force à

ceux qui seront pénétrés des [)rincii)('s de rArithmétiipie su-

périeure, el que certaines recherches relatives à la fois à

rArithméti(Hi(' el à l'Analyso des fondions pourraient don-

ner, seinble-l-il, dès aujourd hui un»' tVudueuse moisson. 11

se rappelait (piil n'aurait jamais pu écrire son Mémoire sur

la transformation des fonctions ai)èli(Min('s s'il n'avait été

fauiilicr avec les (pieslions arillunéliques, e\enii)le de I ajtpui

que se pivicnl les diverses parties de la Science d du danger

(Hiil \ a pour les cherelieurs à ^se eanloinier dans (!<•> do-

maines spécianv.

Dans ses dernières années, rimmense correspondance
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d'Hciinilc rocciipiiil (le |)liis(Mi |)liis. Il ii ;i\;iil iaiiiiiis iiimi'

le nioiidc, cl il (Ml l'cdoiiliiil les <)l)li!4;il ions (|iii ih' soiil sou-

vent pour riioiiimc (ICludc que de jurandes perles de lemps.

Toute son aeli\ilé extérieure se eoneenlrait dans de longues

causeries épislolaires avec de lointains amis, j^es Mathéma-

liques en formaient une bonne pari, ujais aussi bien d'autres

sujets, el, enlic deux pa|^es consacrées aux fonctions ellip-

tiques et aux noinbies de Bcriioiilli, venait s'intercaler une

page sur la |)olili(jue européenne. Ses lectures s'étendaient

sur les sujets les [)lus variés, et son excellente mémoire rete-

nait tout ce (pTil avait lu. A côté du savant, il y avait chez

Hermite un écrivain. Dans les Notices qu'il eut à écrire de

lemps à autre, son style grave, exempt de toutes recherches,

laissait une impression profonde; plus d'une page dans sa

correspondance mériterait d'ê Ire conservée, s'il était permis

de la publier.

L'œuvre d'Hermite se trouve dispersée dans un grand

nombre de journaux scientifiques français et étrangcj's; elle

grandira encore quand elle se trouvera rassemblée et (pi'on

pourra ainsi mieux juger de sa belle unité. A peu d'excep-

tions près, les Mémoires sont courts. La marche générale des

idées y est toujours mise avec évidence, mais, surtout dans la

première partie de la carrière d'Hermite, la rédaction se pré-

sente sous une forme synthétique, et le soin d'établir de nom-

breuses propositions intermédiaires, dont l'énoncé seul est

indiqué, est laissé à la charge du lecteur. Quel fructueux

exercice que la lecture d'un de ces Mémoires fondamentaux

pour l'étudiant l)ien doué qui cherche à en rétablir tous les

détails.

Le temps n'est pas encore venu, et, d'ailleurs, il ne m'ap-

partient pas de porter un jugement sur Tœuvre d'Hermite.
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Certaines pallies de cette œuvre sont anjonrd'liui en pleine

lumière et ont rendu son nom célèbre, d'autres seront dans

l'avenir la source de belles découvertes et contribueront en-

core à sa renommée. Une impression peut toutefois se dégager

de cette étude sommaire. Les Travaux les plus importanl»^

d'Hermite se rapportent aux fonctions elliptiques et abé-

liennes, aux formes algébriques et à la théorie des nombres:

mais ces divers Travaux ne sont pas isolés et l'on <''[)iouvl' un

singulier embarras à les faire rentrer dans une elassillcalion

qui, en Mathématiques comme ailleurs, est toujours insuffi-

sante et ])rovisoirc. Les recherches sur Téqualion du cin-

quième degré appartiennent-elles à l'Algèbre ou à la Théorie

des fonctions elliptiques, et le Mémoire sur la transformation

des fonctions abéliennes relève-t-il de l'Arithmétique ou de

la Théorie des fonctions? Si cependant, en restant dans les

cadres habituels, on veut essayer de définir le génie d'Her-

mite, on peut dire (jue les points de vue arilliin»''ti([uc et al^i'-

brique prédominent dans son ( rn vrc C/csl en Algèbre et en

Arithmétique (pi"il a été surtout un invenleur et un créateur.

Avec Cayley et Sylvester, il a fondé la théorie des covarianls

des formes algébri(jues, et les adniii'ables rerherçhe<, ou il a

introduit le continu dans le domaine du discontinu, lui as-

surent dans la Théoi'ie (les nomi)res, c(.'lle reine (\c< Malhé-

matiques, une place dhonneur à coté des deux gr.iiuls géo-

mètres, dont il aimait à se dire le disciple, (îauss el Dirichlel.
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CHARLES IlERMITE.

LIEU GÉOMÉTRIQUE

DES POLES D'UNE SECTION CONIQUE

PAR RAPPORT A UNE AUTRE.

Nouvelles Annales de Mathématiques, Tome I.

On donne sur un plan deux sections coniques A, B; on consi-

dère une tangente menée à la première comme une polaire par

rapport à l'autre, et on demande le lieu de son pôle en supposant

que le point de tangence parcourt la courbe A.

Soit rapportée la courbe A à un axe et à la tangente au sommet,

Oy, son équation sera :

y'^ = ipx -=- nx"-,

et celle de sa tangente au point (a, [51 ) ;

(i) pjK=/?(a7-+-x)-n/i5;a,

avec la condition

(2) P" = 2/>a -^ « a-.

Soit

Aj'- -+- B ay -^ . . . = o,

l'équation de la courbe B, celle de sa polaire par rapport au point

H. — I. I
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.r',^' sera, comme on sait,

yr-^x\'^r= o;

en l'idenlifianl avec l'équalion (i j de la tangente, on aura :

X' _ /? -i- n a
_

\'' _ poL

de telle sorte que si a et ^ étaient effectivement donnés, ces rela-

tions détermineraient les coordonnées du pôle, x' et ^; on aura

donc l'équation du lieu cherché en éliminant a et [j entre ces équa-

tions et l'équation (2). Pour faire le calcul, j'observe qu'elles

donnent tout d'abord :

p\!-ny" *^~/)X'— rtV'

d'où il résulte en substituant dans { 2 ),

7?*Y'2 _ -ip^V np^-\'^

{p\'—nYf pX'—nW' {pX'—nYp
d'où

/j2 Y'2 ^ •>.V'(/?X'— nV) -f- /zV'2,

et enfin

/>n"2— 2/jV'X'— /iV'2
;

comme X', \', V sont des fonctions linéaires de Jc' et y\ le lieu

est encore une section conique.



CO\SIDERATIO.\S SIR LÀ RESOLIITIOIV ALGEBRIQUE

L'ÉQUATION DU CINQUIÈME DEGRÉ ('I

Nouvelles Annales de Mathématiques, Tome I.

I.

1. On sait que Lagrange a fait dépendre la résolution algébrique

de l'équation générale du cinquième degré, de la détermination

d'une racine d'une équation /j(2/"^/c?f//è/v du sixième degré, qu'il

nomme réduite [Résolulioii des équations numériques

,

Note XIII). De sorte que, si cette réduite était décomposablc en

facteurs rationnels du second ou du troisième degré, on aurait la

résolution de l'équation du cinquième degré. Je vais essayer do

démontrer qu'une telle décomposition est impossible. A cet effet,

j'ai besoin de la proposition suivante dueà Lagrange {^Mémoires de

L'Académie de Berlin, t. 3) et de quelques observations sur les

permutations.

l2. Deux fonctions semblables non symétriques des racines d'une

même équation X = o peuvent toujours s'exprimer rationnelle-

ment l'une par l'autre.

Démonstration. — On^^^^eWefonctions semblables de racines

celles qui varient ensemble ou deviennent les mêmes pour les

mêmes permutations : telles sont

a H- 3, a'"— 3'", a'«3"'

(') Cet arlicle, ainsi que le précédent, sont signés par 31. Hermite, élève au

Collège Louis-Ie-Grand (Institution Mayer). E. P.
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Soient donc o et 'b deux fonctions quelconques semblables des

racines d'une équation, et supposons qu'en permutant les racines

de toutes les manières possibles, la fonction cp ait n valeurs repré-

sentées par

9l) ?2» 'fs, • •
) ^n-t, Çnj

les valeurs correspondantes de à sont

^1, ^2, 'h> •: 't'"-U ^«•

11 est évident, par la théorie des équations, que les n valeurs

(le o sont racines d'une équation de degré n, qu'on obtient en

elTectuant le produit des facteurs

F (a?) = {X — oi){x— 02){x — 03).. .(x — <f„-i){x— On) = o,

et, par les formules des fonctions symétriques, on connaît les

coefficients de cette équation.

On a de même

f(x) =(x --<\ii){X— <\io) . . . : X — tl/n-1 HX — •]/„) = o:

désignons par F'('^,), F'^^'^o), •••? les valeurs successives de la

dérivée de F(a:), en remplaçant x par cp,, cpo. • • ., 'f«.

Formons la fonction suivante du degré n — i

F(x)
,

F(.ri
,

F(x)

(^ — cp,) F'^cpij"^ ' (j;-— ©2)^"(î2,) " {x—o„}F\o„\ '"

el, j)ar la théorie des fonctions symétriques, les coefficients de

cette fonction sont donnés en fonction des coefficients de X = o.

car on reconnaît facilement que les racines de Téqualion X =. o v

entrent sous forme invariable; donc t(jc) est une fouclioii ration-

nelle de x. Faisant dans cette identité x = j,, le premier membre
,, . , .

,
. FC.rl , . „, ,

se réduit a son premier terme, car le quotient devient r l 'j, ).
I 1 ^ — rpi \ .

'

lorsque a^=cp,, et lous les autres termes s'évanouissent : un

suppose d'ailleurs tous les facteurs inégaux; donc

de même
(J;j
= T:(«pj\ ... c. Q. F. i>.
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3. Application.

X = :r' -\- px^ -~ qx -f- /• = o ( racines a, [î,
v)

9 :rr ap, ({/ = a-+- p,

FCa;) = (r — aP)(;r — aY)(a?— j3y),

tp, -r a -f- p, 4;2 = a -i- Y, 'l'.i
= P -^

Y-

/(ar) =^ (^ — a — P)(^-- a— Y)(a? — P
— y),

F'(cp.) = ap(?-Y)(a-Y), ...,

, (x—'Xv){x— Py) / Q^
^ ap([i_y)(a-YK ^^

et faisant les réductions

x^ / 1 I I \ j-2— qx

apY \:t p Y/ '"

soit

X = x^— yx r G; oc = i
; j3

= 2; y = — 3 ; -:r(a") = ——-^—

;

donnantàj? successivement les trois valeurs de cp, savoir 2 ;
— 3 ;

— 6,

on obtient -î- 3 ;
— 3 :

— i ; les trois valeurs de à.

•4. Tous les coefficients des diviseurs d'une équation sont des

fonctions semblables des racines de cette équation
;
par conséquent,

connaissant un de ces coefficients, on peut déterminer tous les

autres, en fonction rationnelle du coefficient connu.

5. Venons aux permutations : cinq quantités a, fj, y, ô, e per-

mutées cinq à cinq fournissent cent-vingt permutations qu'on peut

partager en vingt-quatre groupes de cinq permutations rangées par

ordre circulant; exemple : le premier groupe commence par a^yo;

et sa formation est indiquée par l'échelle 2345 1 ; cela veut dire que

la première lettre doit être remplacée par la seconde; la seconde

par la troisième; la troisième par la quatrième, etc. ; de sorte que

le second terme de ce groupe est ^yQsa, qui donne le troisième

ySsajB, etc.; le premier terme du second groupe estaj^yeo; l'échelle

de formation est toujours 2345 1, de sorte que le second terme

est ^yeSa, et ainsi de suite ; les têtes de groupe sont donc fournies

par les vingt-quatre permutations des quatre lettres P, y, 5, e; ces

vingt-quatre permutations peuvent donc se diviser en six groupes
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(le quatre lerincs rangés aussi par ordre dérivalif avec l'échelle

'x^x'i^ c"est-t\-dire à remplacer la première lettre par la deuxième,

la deuxième par la quatrième, la troisième par la première, et la

quatrième par la troisième; ainsi, le premier terme du j^remier

groupe étant ^yos donne le second 7^^*^, d'où l'on déduit le

troisième eoy^; le tquatrième 0|i£Y. Les têtes de groupe sont

données par les permutations de ySs et les divers termes par

l'indice constant 24i3.

6. Soit maintenant l'équation générale du cinquième degré

(i) x"^— Ajar^—Ao^^

—

K^x''--- S.',x— -V5 = o fracine? a, S, v, î, I.

Les coefficients sont supposés réels et rationnels.

Formons l'équation au produit de deux racines ; elle est de la

forme

(2) a:io— B,.r3-l- Bîips-^ . .. -f-Bio = o racines ^'
'

'^"'''
'„' !,\'

''^'

I a-;, ';t, ti, po, 02.

B(, Bo, ... sont des coefficients connus, réels et rationnels, et

B, == A2 ; so'\lf(m, n,p, q, r) une fonction symétrique quelconque

des cinq quantités qui y entrent; remplaçons d'abord les cinq quan-

tités respectivement par les cinq racines de la première ligne, on

obtient

/(^?. ?Y. V^' 5e, îai ^ç,

et ensuite par les cinq racines de la seconde ligne, on obtient

/{y-',\ yî. £p, po, oa 1
— •b.

Quelque permutation qu'on fasse entn^ les racines, 'j — -L ne

peut prendre plus de six valeurs dilVérentes. En ellet . o n'est

susceptible au plus que de cent vingt valeurs dilTércntes ou de

vingt-quatre groupes de cinq termes chacun donnés par l'in-

dice 23451; il est évident par la seule inspection tjne les ciiKj

termes de chaque groupe deviennent itl(Mitiqucs : ainsi le |ircmier

terme du premier groupe est

/(a?, pv, .;8, 8e, sa-

et le second terme devient

./\?T. t3, 0^, £2, a^)
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égal au premier. Donc les cent vingt valeurs de '^ et de ^ se

réduisent à vingt-([ualrc termes donnés par les permutations des

(juatre racines [i, y, ô, e, lesquelles se rangent en six groupes

de quatre termes fournis par l'indice a/ji.'i; mais il est évident

([lie çp se change par cet indice en <]; et vice versa; car [iy^e, qui

appartient à o, donne en vertu de cet indice ye^o qui appartient

à (]>, et ainsi des autres.

On prouvera de même que cp'| n'est susceptible que de six valeurs.

7. Soit

çp = «p -(- Py H- yS -f- 8s -f- îa,

({/ = ay -h ys -~ eS -+- j3o -f- oa ;

l'équation d'où dépendent les valeurs de od» sera donc de la forme

(3") x^'— Gia;5 -f- G2^'*-^ . . . -7- Ce = o.

Désignant les six racines par X,
, Ào? ^^s- • • i ^^r., on aura

1. (a^ ~\- Py — yo — ôî h- sa )(ay -^ y; -+ sS — ^o -f- oa) = Xi,

2. (ao ^ 8s ^- s3 -^ Py -i- ya )(ap ^ ^o ^ oy — ys — sa ) = X.,

3. (ay - yp ^ ^8 ^ 8s ^- £a Kao - 8y - ys - s3 -.- pa ) = X3,

4. (ay -H y8 -r- 8s -i- s^ -r- ^a)! as -f- sy -t- y?-r- ^8 -(- Sa ) = X^,

5. (as — sp 4- py — y8 -^ 8a)(ay ^ ys ^ s8 ^- 83 -+- pa i = X3,

G. (a8 -h 8s -^ sy — y^ -+- Pa)(ay h- yo -r- 83 H- ^s — sa 1 = X,;.

Ces six racines se composent de douze facteurs ; la somme de

deux facteurs de la même racine est connue et constamment égale

à Ao ; de plus, chaque facteur a deux ou trois termes en commun
avec dix autres facteurs, et ces termes communs sont des racines

de l'équation (2). Cela posé, je dis que l'équation (3) ne peut

admettre un facteur rationnel ni du deuxième, ni du troisième

degré ; supposons qu'il existe un facteur rationnel du deuxième

degré, et qu'il comprenne les deux racines À(, )v2 : dans cette hypo-

thèse, ces deux racines sont déterminables et n'impliquent qu'un

radical carré : connaissant le produit et la somme de deux facteurs,

on connaît les facteurs; donc, les quatre facteurs qui servent à

former les racines X,, }.2 sont connus et ne renferment que des
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radicaux carrés. Or, l'équation (2) admet deux cent cinquante-

deux facteurs du cinquième degré, tous de la forme

cv^ — CiX'*-^ CiCC^ — Csa;^ — G^a; — C5.

Il est évident que dans le nombre il existe quatre facteurs où

G| a pour valeurs les quatre facteurs des racines A,, Xo
; C( est donc

déterminé, et ne renferme que des radicaux carrés; et par consé-

quent tous les autres coefficients Co, C3, C^ sont aussi déterminés

d'après la proposition énoncée (4)- Parmi ces quatre facteurs du

second degré il j en a deux qui ont deux racines en commun,

PY et 5e par exemple ; si l'on avait pris les deux racines \^ et X^, on

trouverait, dans les diviseurs du cinquième degré, trois racines en

commun a[3, yS, os. En tout cas, deux facteurs du cinquième

degré qui correspondent à deux racines de l'équation (3t ont

soit deux, soit trois racines en commun. D'après la théorie des

équations, des racines communes à deux diviseurs peuvent être

données séparément ; donc ajî est racine d'une équation, soit du

deuxième, soit du troisième degré, dont les coefficients ne ren-

ferment que des radicaux carrés; donc la valeur de a^ est donnée

en fonction des coefficients de l'équation (i) et ne renferme que des

radicaux carrés et cubiques; mais a 4- [i peut toujours s'exprimer

ralionncllement en fonction de a|i (:>-); il s'ensuivrait donc que

les racines a et [^ de l'équation du cinquième degré ne renferme-

raient que des racines carrées ou cubiques, résultat absurde, qui

provient de l'admission d'un facteur rationnel du second degré

dans l'équation (3); donc ce facteur n'existe pas. On démontre-

rait de la même manière et a fortiori que cette équation n'a pas

de facteur rationnel (bi troisième degré ; et par consécpu^nt les

racines ).,, 1^ • ••• i^c ])euvent s'exj)rim»'i' eu ratbcaux carrés et

cubi(pies.

m.

8. .le vais maintenant démontrer comme une conséquence de ce

qui pn'-cèile cpu^ les racines de la réiluile île Lagrange ne peuvent

non plus s\'Xj>rimer en radicaux carrés et cubicjues. En elVet,

rappelons succinctement la manière d'obtenir celle réduite. On
pose l'équation

{^*— 1 = 0,
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cl l'on fait

d'où

OÙ ^', ^", ^'", ^'*' sont dos fonctions déterminées des cinq racines de

l'équation (i); la réduite dont il s'aj^it a pour racines les valeurs

(jue peut prendre une fonction symétrique de ces quantités, pour

toutes les peraiulalions entre les racines a, [3, y, o, e ; or ces valeurs

se réduisent à six, j)ar la même raison que les valeurs de 'z>'h se

sont réduites à six('j) : i° à cause de l'échelle de permutation ^345 i

(|ui les réduit à vingt-quatre; 2" de l'échelle 241 3, qui réduit les

vingt-quatre à six; nommons /une racine quelconque de la réduite

de Lagrange et X une racine correspondant à la même permutation

de notre équation (3). Il est évident que ces quantités varient

simultanément ou restent les mêmes pour les mêmes permutations
;

elles sont donc des fonctions semblables des racines; l'une peut

donc s'exprimer en fonction rationnelle de l'autre; on a ainsi

À = F(/); donc, si / ne renfermait que des radicaux carrés et cu-

biques, il en serait de même de X, ce qui a été démontré impossible
;

donc l doit admettre d'autres radicaux; par conséquent la réduite

de Lagrange est essentiellement irréductible, n'a pas de facteurs

rationnels du deuxième et du troisième degré. Or, elle devrait en

avoir pour que la résolution de l'équation du cinquième degré fiU

possible, donc celte résolution est impossible et a fortiori la

résolution des équations de degré supérieur.
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DEUX LETTRES DE M. CHARLES HERMITE

A M. JACOBI.

Tome 1 des Opuscula mathematîca de Jacobi, iSJô

et Journal de Crelle, Tome 32.

Paris, Janvier i843.

[j'étude de votre Mémoire publié dans le Journal de M. Crelle

sous le titre : De fiinctionibiis quadrupliciter periodicis quibiis

theoria transcendentiurn Abelianarum innititur, m"a conduit,

pour la di\ision des arguments dans ces fonctions, à un tliéorcmc

analogue à celui que vous avez donné dans le troisième \ ohune

du même journal, pour obtenir l'expression la plus simple des

racines des équations traitées par Abel. M. Liouville m'a engagé à

vous écrire pour vous soumettre ce Travail; oserais-je espérer

Monsieur, que vous daignerez l'accueillir avec toute lindulgencf

dont il a besoin?

Soit

^(x ) = \/{x{\ — x){i — •A-x){\ — K*x){i — ,u*.r ^|:

"-.( A(.; ^./ —mTT"'

""'o ^(^) ^Jo ^<r) '

x=lo(u,u'), y=}.i{u,u').
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Faisons pour abréger

a:„=Xo(««, nu' ), y,i-—\^i nu, nu'):

ces deux quantités seront déterniinées siimilt;inéinent par les deux

racines d'une équation du second degré,

U:r?,-t-U':r„-r-U"=o.

dont les coefficients seront des fonctions rationnelles de x, y,

A(j:V ^{y^'- j'ai trouvé qu'ils étaient de la forme P-+-Q A(X) A(j'),

où P et Q sont des fonctions rationnelles de x et y; mais cette

remarque n'est pas essentielle pour ce qui suit.

Je partirai de ce que les racines simultanées des deux équations

(A) U;r;,--U':r„--U"-o, U^?,- U>„- U"=. o

sont données par les formules

^ / mit v/ - I
-^ m' it -+- m" i^ v - i -f- m" i-^

a; = An «
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A, B, C, D désignant des fonctions rationnelles de 'f-^inu, nu k

\i (nu, nu').

Le premier membre peut d'abord se ramener à une fonction

rationnelle de '^^o[u, "'^ ^m(Wj "'• En effet, d'après la propriété

fondamentale des fonctions Aq? ^i- un terme quelconque, tel que

y )vo I M -^ » u' )
1 )., ( " -1 ' u'

)
j pourra être exprime

rationnellement en Aoi,«, «>, A|(w, «')• -^[^^ol"?
«'

']' A[A|<,«, «')]?

et les quantités analogues relatives à la division des indices. Or on

trouve aisément ces formules

. , dx , , n, V
d.r

A(x) = (a — 837)-; ^(a — 3'a:) -r-,->'au 'an

qui montrent que les radicaux carrés A[Ao(,Wj w ,)]j A['a,(^w. u' )]

pourront s'exprimer rationnellement en Aoi^? "')? ^>i(«, "')? ^^^

en faisant disparaître les irrationnelles des équations ^A), puis les

différenliant successivement par rapport à w et u', on obtiendra

les expressions des dérivées partielles en fonction rationnelle

de Ào('^. «') fit )v, ( u, u').

Représentons le [premier membre de l'équation i B ) par '^^ u. u'):

on démontrera bien aisément que

— p~^'q'' '''r-'^'s-''" o( u, u'},

quels que soient les entiers A", A', A", A'".

En l'élevant à la puissance /i'*-""*. on obtient donc une fonction

rationnelle de Ào(m, m'), )m('^j '^'V qui ne change point en substi-

tuant à ces quantités deux autres quelconques des racines simul-

tanées des équations proposées. 11 suit de là et de la théorie des

fonctions symétriques des racines d'un système d'équations à plu-

sieurs inconnues, (|ue cette fonction j>ourra être déterminée ration-

nellement par les coeflicients des étpialions [\').

J'observe actuellement qu'il a été introduit les quantités

dko(nu, nu' ) dXa(nu, nu') ffX<{nu.nu') cfk,(nu, nu') ,.
j-

y ~^, , ——j ,
—-^-j-î que Ion

du au du du ^

^)
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pourra éliminer par les formules suivantes :

"^ ^ du x—y '^ ' ^ r r ^^» ^

—

^ r

Or. une l'onction rationnelle quelconque des deux radicaux

A[);o(") "')]? A[À, («, ii'\\ peut toujours être mise sous la forme

rt — ^ A[ Xo( «, u' )\ -f- c A[X,(«, tt')] -r- c?A[Xo(m, m')1 A[X,(«, i<')],

ce qui achève la démonstration du théorème énoncé.

En supposant successivement/(a;, y)= x -\-y, et /(^, y) := xy,

on aura séparément par une somme de /i* — i radicaux /i'èmes |g^

coefficients d'une équation du second degré, dont les racines déter-

mineront finalement celles des équations proposées. On pourrait

aussi faire voir qu'il suffit de connaître l'un d'eux, l'autre se déter-

minant rationnellement par celui-là.

Pour obtenir la division des indices, soit

I— >

n

V

on aura Xn =^ o, y„ = o, et les équations à résoudre seront

(C ) U'— o, U" = o;

leurs racines seront comprises dans les formules

i\ \'— 1 -r- /7i' io -^ m" i.-i yj— I -+- /?i"' 4 mi'. \/— i -r- m' i\ -4- /n" i\ v/— t -+- m" i'.

kU /— I -;- k' U -i- k" Î3 »/ 1
-
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on pourra leur substituer les suivantes

^ / 'l I'i\ ^ / 'l l'i

X — Kn { m. — , m — ) -, y= kt { m ~ , m — \ 1

V n n J
^

\ " " /

X == kn \ m - -, ni-^ )- y = Â, t m - , /« -^ h
\ n n J

"^ n n j

X —-Xq{ m — 1 m—\i r — ).i(/n— ,/n— ),
n n I

''
ri n J

n n

en excluant la solution zéro, et donnant à m les \aleurs i, 2, . ..,

n — 1 et à [X, jjt.', jjl" les valeurs o, 1,2, . . ., n — i

.

Mais comme les intégrales qui entrent dans les expressions

de //et //' ont été prises à la limite inférieure zéro, on a

Ao(— w, — u'')= lo{u, a'), À, (—M, —u''):='kf(^u, it'), d'où il arri\f

([ue les n'' — i solutions des équations (C) sont égales deux à deux :

cl il suffira de prendre, dans les formules précédentes, m =z \

,

i, .... -{/i — 1 ).

Soit toujours y"(^, y) une fonction rationnelle et symétrique-

de X el y, on établira d'abord qu'en désignant par I l'une des

({uantités ],, L, I3, I.-,, par F la quantité coiTCspondanle au second

argument, l'expression

l \ n n; \ n nj

peut se ramener, quel que soit le nombre entier A-, à une fonction

rationnelle de )^o (-' — )' ^>i (-'-)• Cela résulte de ce (luc les

radicaux A A„ (
- , -) » A ).,(-, -j s'expriment cux-mcmes

rationnellement en Ao (-' - )' ^m (—'-)' comme il est facile de le
\n n J \n n J

voir d'après ce qui a été dit plus haut.

Cela posé, l'expression

C'-i)

2 î/fx-U -1, /,!:), .,(/,i,/,^^l'',

où /est un entier quelconque, pouira être ramenée à une fonction

rationnelle et symétrique de \i-y -)' X, ( -, - )• cpu^ je reprc-
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scnlcrai, pour abréger, par cpl - > —1. cl que 1 on clemonlrera uisc-

iiienl jouir de la propriété que

/ [ l'\ /f l'x

(piel que soit le nombre entier v.

Donc, donnant successivement à I et F toutes les valeurs corres-

pondantes comprises dans les formules (D), on pourra construire

une équation entièrement rationnelle, qui aura pour racines les

valeurs qui en résulteront pour la fonction oi -} — ]

Il est bien facile de voir que son degré sera le nombre

ï -\- n ~ n^ -f- n* =:
:

ainsi, l'équation de degré ^{it^ — i ) de laquelle dépend la détei

uiination d'une fonction rationnelle symétrique de ^^oi-' ^

}., i—, — y peut être décomposée en facteurs du degré 4(/i— i ),

, /7>— I

au moyen des racines d'une équation rationnelle du degré

Les équations de degré \{n — i) sont résolubles par radicaux.

Pour le faire voir en peu de mots, soit p une racine primitive par

rapport au nombre premier n, on établira d'abord que leurs racines

peuvent être représentées par la formule

/

en supposant A^^o, i, 2, ..., ^(/î — 3); et si l'on considère la

puissance de degré ^(/? — i) de l'expression

r
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jouira, comme la fonction cp, de la propriété que

\ n n ! \n n

Dès lors on démontre aisément qu'on peut trouver une fonction

rationnelle F (j::) telle que, pour toutes les valeurs de I et l' comprises

dans les formules (D), on ait

\ n' n J L'\^ ^J J

Or, connaissant la fonction 'l, on sait comment en déduire toutes

les racines de l'équation proposée.

Lès considérations précédentes semblent pouvoir s'appliquer

également aux autres classes des transcendantes nommées généra-

lement par Legendre yb/ic/fO/i5 ultra-elliptiques; il est facile en

effet de trouver les formules suivantes. Soit

A(a7) = \/[x{i — j-)(\ — l-lx)...{i — lln+ia:)],

posons

Uy = *i(^o ' + *l(^l) -!-•••— ^\{T„),

5

"/i^*/i(a?o) + *l*/A-^i) -+-•••--- *I'/a-r«\

et soit

Xi = Xi (Uo, «1, . . ., Un'),

X„ = Xn(Uo, Ui Un )•

on aura

M..,.)=«.(x.,)^^:.l,(.„>^-.e,(x„)^-....+ 0„,.,>^.



I. i:ttiu:s di: m. rii.\RM:s iinnMiTi: a m . J acdm i

.

17

\a's fondions élanl dn degré n, on trouve aussi c|U(^ les racines

(le 1 éc|ualion du n"''"^ degré

«Mo ""1 ""2 «"«

sont les // fonctions Xq, X\ ,
:ro, . . ., ^a-i 5 ^k+i • -^ -^/i-

En cherchant à déterminer directement le degré des équations

relalives à la division des arguments dans les fonctions )., j'ai été

conduit à celte remarque, que l'équation algébrique correspondante

à l'équation transcendante

* ( ao ) -H <I> ( a 1 I -T- * ( ao ) -t- . . . -I- * ( a,j ) = (Ji * (\r 1

a ses coefficients rationnels en x, quel que soit le nombre entier jjl;

mais voici quelque chose de plus étendu.

Considérez la transcendante / „
'

où F(\r) eslun poly-

nome entier du degré m, ^i{x) un autre poljnome d'un degré

<i m I . Si Ion suppose n et m premiers entre eux, et si l'on

fait V = T,{fn — 1)(«— i), on sait que la somme d'un nombre quel-

conque de pareilles intégrales relatives aux variables x,y, z, ...

est réductible à une somme composée de v termes seulement, dont

les aï-guments a^,, a,, .... av_i sont déterminés par les racines

d'une équation du degré v, dont les coefficients sont rationnels

en X, y, ,,..., 'i^WÎ^, 7ÎP{y)l VÎ^l
Or, si l'on fait x =j^ = ,:; = .. ., l'équation correspondante à

Téquation transcendante

6 ( .r I dx

^•'-' %{x)dx /'" ^{x)dxr*'-' 0(x)dx _
^

r' 9(r

aura tous ses coefficients rationnels en x.

H. - I.
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II.

Paris, Août i844-

La bonté avec laquelle vous avec accueilli mes premières

recherches sur les fonctions abélienncs m engage à vous écrire

une seconde fois, pour vous soumettre quelques nouveaux résul-

tats auxquels j'ai été conduit par l'étude de vos Ouvrages, en

essayant d'étendre aux transcendantes plus générales les princi-

pales théories des fonctions elliptiques. Mon Travail m'a amené,

naturellement, à rechercher la démonstration de quelques-uns des

théorèmes que vous avez énoncés dans le Journal de M. Crelle ;

c'est aussi. Monsieur, ce dont je vous demanderai la permission de

vous entretenir d'abord; je m'occuperai surtout de l'expression de

slnam(;^, x) par sinamf — » AJ. si importante pour la théorie des

fonctions elliptiques; mais je ne sais si j'aurai véritablement ren-

contré les princijies qui vous ont conduit à ce beau théorème.

En suivant vos notations, je nommerai H(.f). ©(.ri les deux

fonctions qui donnent

I }\(t)

et qui satisfont aux conditions

(0

et voici d'abord une remarque sur laquelle je me fondenii princi-

palement. Soit ^'^Jc) une fonction définie par léquation

(•2) *(ar-!- 2iK') =:— e ^ '
' *(.r)

cl par la condition de périodicité

(3) *(a7H-4K) i-'ï'Cj').

Qix-^iiK'
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on trouvera (jucn siij)j»osanl

•'.

"ikT

les coefficienls se déterminent de la manière suivante :

de sorte qu'en employant les fonctions H et on a

'Pix) = A U(x)-r-Be(x).

Cela posé, soient n un nombre premier, p un entier com|)ii-

entre o cl n — i ; faisons ol^ e "et considérons la somme

4K\
U(x)
S{x)

H Lr +
n H-'I)

e Lr
8K\

•••

H
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on aura, d'après ce qui a été dil loul à llieure,

o(x') = XUi(x)-T-B6i(x),

en désignant j)ar H, cl 0, les fonctions H et 0. dans lesquelles K
et K' seraient supposés devenus K, et R', : posons ensuite

K, K', . . /iKi ., . , ,

rirr^ =-T7T' et taisons ;r = -r- : : d viendra, comme on le voit
K K K

facilement

et

Or ces équations font voir que l'on aura

*o(^) = ?(-i-^^)=AII.(-j^:r)-^Bei(-j-ia7).

cl comme la fonction 4>o est paire, il faut faire A = o et il vient

^q( x) = consl.6i ( —^x\

.

Je passe actuellement au numérateur désigné par $(x). On éta-

Idit immédiatement qu'il satisfait encore à l'équation

/ Tï ,.

,

.,.. — " -^ {.v+ tK \ . ,

(4) *(j7-f- 2îK ) = — e ^ ^(x),

et l'on peut même observer que chacun des n produits dont la

somme le compose la vérifie isolément. On trouve ensuite, en dési-

gnant par y un nombre entier.

^{x-+- ^J— )
= ttJ *(ar).

Si donc je pose

I

aurai

f Tt r

\ Il /

D'ailleurs de l'équalion fondamenlale [^) on lirera

ITT ...,, ,
TTK'

^(jr-t-2iKj = — e •^ •' *I'^(,a:),
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et en mcllanL x — /\p — à l;i place de x, et faisant pour plus de

clarté

on en déduit

W
!\piK"

/7t ,

Ainsi par cette transformation nous sommes entièrement ramenés

à l'équation (4). Mais on a la condition de périodicité

donc,.en raisonnant comme plus haut, il viendra

Faisons pour la suite -^ = ^; nous aurons le théorème exprimé

par l'égalité

H^\ , • /
,

8K\
,— ) -T- 3c- sinam ( x ~

1 -i- . . .sinain(^ ) -f- a sniam ( x

r 4(«— nKl
-;- a"-' sinani x h

L '^ J

iTZ.r A II M

«.fs:ui

J'observe que le premier membre change de signe en augmen-

tant X de 2K; le nombre n étant impair, il en est de même de

la fonction H, ( -^^ ; d'ailleurs ^1 (tt )
ne change pas; ainsi il faut

faire B = o, et il vient

sinam (a; ) -t- a sinam x . -^ a"—' sinam
4(n — i)K "|

= const.e "^

^P
iK\

(m)

/x , îK',= const. sinam -rr ^^ 4P ^

^ M n

«(m)
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Je subsliliie maintenant aux fonctions à période réelle, les
TT.ï'

fonctions analogues ^(x) = e'^^ Q{x) , à la période imagi-

naire 4iK': on trouve

de sorte qu'à un facteur constant près, l'expression

l'TC.r

^'Ul,

se transforme en la suivante :

"Mm

^.f
:\i

2» :

—
OÙ l'exponentielle e ^ a. disparu; ainsi il vient

/ 4K\
, . r ',(/2— nKl

sinamia")-!- asinam x -, -i-. . . -i-a"— ' sinam r
n J l « J

r^ f X iK\\

const. sinam ( tt -J- 4P—-
)M ^ n 1

Pour déterminer la constante, je multiplie les deux membres par

X — i'R', puis je fais x = t'K'; en nommant x, x, les modules des

fonctions K, K,, le terme sinam (jt) qu'il y a seul lieu de considérer

dans le premier membre donne -: dans le second il suffit d'avoir

la valeur de la dérivée de S, ( ^ )> pour x = ÎK . Or, ou obtient

' u . i\/y<.\^i(o) ,. , ,-, ,

sans peine pour résultat jtj : ainsi on a 1 égaille

- = const. sin am -^^

—

^ aP '

Al

ri l'on en lire après quelques transformations faciles

y.i 37,(o)
const. — r, -, rrrr— •
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Nous voici (l(^ la sorte |)arvcnus au théorème exprimé par

'éiralilé

—
{ sinam(./ ) ;- a sinam .v h 1 -t- . . . — a"-' sinani x ~ —

•/.,
( \ n / L "

Je n'ai plus main tenant qu'à vous emprunlcr, Monsieur, la mé-

thode [)ar hiquelle vous établissez les propriétés si remarquables de

la fonction

En formant le pioduit

on aura 'l(x -f- ip— ) ^= '^•^[^)i et 1 on en déduit la formule sui-

vante :

-'(«'•'•( M -^^^n

-(n—h ^ '"-'

JJ^|i-x?sin3am(^)sm2am(l^)]]][ [.^x.^iu^am(4i>^)sin^

I
1

1

de laquelle découle ainsi la démonstration de votre théorème sur

l'expression algébrique de sinam(a:') par sinam( vr)-

La méthode précédente est fondée principalement sur ce carac-

tère, digne de toute notre attention, de la fonction sinam (ic),

d'être exprimable par le quotient de deux fonctions développables

en séries, toujours convergentes, et qui restent les mêmes, ou ne

font qu'acquérir un facteur commun, en augmentant l'argument
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de certaines quantités constantes. Tel est le lien si simple par

lequel se trouve rallaché, aux notions analytiques élémentaires,

l'ensemble des propriétés caractéristiques de la nouvelle transcen-

dante, qui ont leur source dans le principe de la double période.

Mais il est important d'abord d'observer, dans toute fonction

rationnelle de sinam(a:), l'analogie des fonctions qui jouent les

rôles de numérateur et de dénominateur, avec les fonctions H et0.

A cet effet, je considère la fonction homogène d'un degré quel-

conque n :

<h(x) = AH«(j-)-t-BH«-i e(x) -i- . . .-^ Lli(x) e"--^x ) ~ ] 8" ( x).

On trouve bien facilement, d'après chaque terme en particulier,

<î>(a7 -T- 2iK') — (— i)''e "i '^' fï>Cr):

on a d'ailleurs

ainsi dans ce cas général, l'expression analytique du caractère de

la double périodicité se présente sous la même forme que pour la

fonction sinam(;r). Introduisons aussi la fonction

H'{x)6(x) — U(x)Q'(x),

H ( r )

qui représente le numérateur de la dérivée de -rr-— ; en la désignant

un instant par y{x), on aura sans peine

T-N / -Tri — 2 -p- |.r-|- I Kl
yix -~-?A\) = — yJx), '/{x -^iiK) = e "^

7.(-^)-

De là résulte que la fonction suivante

(a) n(,r^ = AII"(.r) + BII«-i(a7)0(a:)-t-...^-LH(r)e«->(a')— le"i>^

+ {\V{x)Q{x) — Yi{x)Q'{x)\

X [A'H«-2(a:)-j-B'H''-3(a7) 6(37) -'-...-+- re"-î(x)l

donnei'it encore

— —
n(r-H4K) = n(a^), n(j7-;-'2/K') ^ i— i)"t~''"S"''""^" ii..r .

Mais on ne peut pas satisfaire à ces deux équations par une solu-

tion plus générale que la fonction définie par l'équation \^x\ qui

renferme >.ii constantes arbitraires.
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Supposons en cllcl

la seconde t''(|iialion donnera facilement

(Toù

'^'fii+l/:n — l, ' I 'f'/ii 'y ,

/x étant nn nombre entier positif ou négatif. On voit par là qne

tous les coefficients s'obtiendront au moyen des quantitc's ûay

cii ci2n-\ ci^ii restent arbitraires. Si à la condition

rU^r-T-jK) = \\{.v)

on substitue la condition plus jiarliculière

11(07 — 2K ) = — U{x),

tous les coefficients à indices pairs devront être nuls, ce qui réduira

à moitié le nombre des constantes arbitraires.

Ainsi je considère l'expression

sin amCa") r
|
sin-am (a;)] — /[sin^ain [x )\,

où F(:r) et f{x) désignent deux fonctions entières, l'une du

degré m, l'autre du degré m — i
;

je remplace sinam(.2r) par

I H(a;)
,

-~z -r-—r) le numérateur

_ i_ W {x) e{x) — }\( X) & { X ) n ^Hx)l)

vérifiera les deux équations

l\{x-^i\\) = — U{x), Uix-^ liK')
^_g-'2'» + i'-K (' + ''*'

jj(^^

indépendamment des valeurs des coefficients avi nombre de

2 m+ I qu'il renferme ; il en représentera donc la solution la plus

générale. Mais, d'une autre part, je considère le produit des
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am -\- i facteurs

U{x -^ ai) Hix -i- az). . .Uix ~ ai„,) U(x -i- a^m-hi) •'

il satisfait évidemment à la première des équations précédentes, et

l'on voit sans peine qu'il vérifiera la seconde, en assujettissant les

constantes a,, eu, • ., nom, «2m+i5 ^ la seule condition

«1 — «2-+-- • .
— «2/«-^ «-2/71-^1 — ayK,

y étant un nombre entier quelconque. En introduisant un facteur

constant, on aura une nouvelle expression de la solution générale,

dont la comparaison avec la première donne le théorème exprimé

par l'égalité

sinam( 37) F[sin2amfa-|] --. f[^iT\-am{X)\

const

dx

H( a- H- «1 ) H( .r -^ «2 ). . .H( a; -f- a^m^\

Ainsi nous obtenons, sons la forme t/'ouvée par Abei, les pro-

priétés fondamentales des fonctions elliptiques relatives à

l'addition des arguments.

Dans le cas le plus simple, celui de m^=. \, on aura

sinama:| sin^amfrr ) -H AJ — 13 -^

U.(x ^ a[)\\{T -ir- ao)H(a? — a, — a^)~ const. ^
B^{ X)

Les coefficients A, B dépendent des quantités a, et «o? ^^i» moyen

des deux équations qui expriment que le premier membre s'annule

pour X = — «
,

, ^ =— a>.

Si l'on suppose «,::= — rto, on trouvera

B - o, A — — sin- am t «i ),

ce qui donnera

r • „ • » ,

H(.r )H(a--i-rt,)H(x— a,)
sinanx .r t sin^ami .r I

— sin^amlrti i — const. -— :

et par suite

. „ . H I
./• ai ) Il \ .r — <7| )

sin2am(.r )
— sin^aiiK u, ) — const. —

>

log[sin2ani( x) -- sinîam(rti )|

= const. -r logH(a: -i- aj) -;- logHi^ar — ai ) — i logOi .r i
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tlette dernière équalion conduit à la théorie des fonctions de

troisième espèce, on diirércnliant par rapport à a,, et intégrant

par rapport à .r.

Mais je reprends les deux étpialions

11(27 f- 4K I
- n(a"i, \\i X -^ ^iK' } = { — i)"e "k *"*"'

nr.n,

dont la solulion générale est donnée par l'expression

U(a:} .-= Ml"(x)-+- BH"-i(a7
) efa:) -i-. ..-{- le^fa?)

-I- [ H ( X )Q( X )
~ ll{x ) O't .v)\

X [A'H«-2( J7)-+- B'H"-hx}e(x)-^-...-i- l'e't-'-Ux)].

2/TT

En faisant a 3= <? "et

^(X) = U{X)^0CU(X-^ ^) -{- OL'^U (X -\- —\ -+-...
n / \ n j

,„r ^(/i liKi

0,1 aura toujours la seconde équation

*(^ -(- 'iilv I = (
— I i"e "^ «Pi.77),

mais de plus

, /
4/K\

'1' ./• -r- —— = (X.-J *( a? ).

n /

Posant donc
/'Tir

W(x) — e~''^^ ^(x).
il viendra

/ /U iTZ
,

..., TlK-

^ hc-i- -^— ) rr: W(a7), W{x ^-iiK' ) ^ [
— ly^e ^ '» W{x}.

Je mets à la place du facteur (— i)", e"'^, et je fais

.x„ r ^ " — I >K p .,.,1

j'obtiendrai par là les deux équations

ir, (:r -^ i_ |- ^ VF, (37), VFi(x + liK' ) = - e~" '^
"'^'^''

^'i{x).

On aurait pu faire plus généralement

„, „, r ( ji — V I [v iK''\
^i{x)^W\x-^. p—\,
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V désignant un nombre impair quelconque, ell'on serait arrivé aux

mêmes conditions. ¥m faisant

M ~~"

lv~'

on trouvera, comme je l'ai déjà établi, que le nombre n soit impair

ou pair,

Nous voici donc parvenu au théorème exprimé par légalité sui-

vante :

r. / N r, / -^^ \ „ „ / 8 K \ r i ( /? — I iK 1
D{x)-^aU[x-^ -i—

)
-^oi^Ulx^ )

— ...— a"-'nLr-^

r VF" i I. r^ />jK'— in—-v)K ,^ [x piK'— m— viKT/
= " '"^''-Lâî^^^

—
ni,— J^^^'Lsi*^^—^M—Je

Sans m'arrêtera la détermination des constantes a, b, il est clair

qu'en remplaçant y. successivement par toutes les racines de l'équa-

tion binôme x" —- i , ou en faisant p ^^ o, i , a n — i . on aura

un système de n équations linéaires qui donneront

\x /j«K'— (n — V )K"1)

Cette nouvelle expression de la fonction Il(.r) conduit au dévelop-

pement en série de toute fonction rationnelle de sinam(\r ) et de sa

dérivée. (J'ai remarqué à ce sujet qu'en cberchanl le développe-

ment de la fonction

d'après celui de

(-)
(
./ I __ 1 _ > Y ros •2c/'* cos 2 -i^ — ...

K ^ K

I"
'it . .. Il 7Z . ...

"

-7T- (i.r— nK I r— \ix + iik. ,

on arrivait au résullal suivant :

Tï -
* r 'ÎZ TZ ~1
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La fonclion e'*'^'^' H(.x') donne de même

""

;

(.i-+(2n-(-l)/K'l =

z I
— i;"/e'

- (.»•— (2«-l- 1)

)}

\m lliroiic (le la liaiislormalion découle bien simplement des

mêmes principes. Considérez, en effet, la somme ou la somme des

produits :>. à î2, 3 à 3, etc., ou le produit des n fonctions (n étant

impair) :

l\{x) \ n J \ n
Q{x)

n / \ n j

H
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rcxprcssion connue de celle dernière fonclion, par une fonclion

rationnelle de l'une quelconque des quantités précédentes, etc.

Toutes ces propriétés, spéciales à la fonclion à double période — .

décoiilenl immédiatement, comme on le voit, de l'équation de dé-

finition des fondions H et simplement périodiques; on peut

même remarquer la grande extension que reçoit le développement

en produit infini de sinam(x), qui a été obtenu la première fois

comme conséquence des formules de transformation, au movendc
l'égalité obtenue plus haut, savoir :

„ , . „ ^ rf sin am ( .r »

sinam { x ) t
\
sin^ami x \\ /[sin-am( .r i]

H ( .r -i- Oi ) H ( .r H- aj ) . . . HO — Uim-t-i )= const. ^

Jusqu'à présent, je n'ose point encore espérer, Monsieur, d appli-

quer avec succès la méthode précédente à l'analyse des fonctions

de deux variables à quatre périodes simultanées; ce sera donc sous

un autre point de vue que je vais essayer de lier en quelques

points, par des résultats analogues, la théorie des fonctions abé-

liennes et des fonctions elliptiques. Ainsi je prendrai les fonctions

de troisième espèce, et sous la forme suivante :

ni ^^ ^ A/; dx ' \n \b \ dy]
,x — a X — h j tix ^y — a ' y— b) \y\'

l'intégrale étant assujettie à s'évanouir, lorsque 1 on fait à la fois

^ = o, jK = o, \x représentant la racine carrée du polynôme

PiX^ -\- pnx'^ -\- p^x^ -\- p^x'^ -r- PiX^- Je la désignerai par

n(«, f, a, ^), lorsqu'on y aura fait les substitutions x = Ào( u, i' ).

y = )h ( w, v), les nouvelles variables u et v étant comme à l'ordi-

naire

'^ dx r^ dy _ r^xdx C^ y dy

Jo ^^
.''o

^y Jo ^^ X ^y

et de même a — \{y., ^\ 6 = À, (a, P). On aura alors les expres-

sions suivantes des coefficients difierentiels

^ Aa f \b
du ^a —x)(a — y) (b — x)(b—y)'
du ^n M,

dv (a— x)(^a—y) {b ~ x}{b —y)'
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.1 iiiliodiiirai piiicillciiiciil les variables u cl ç dans les fondions d<;

seconde espèce, savoir :

* Ht y^ dy C i

^^ ^'^ y^ ^^ \
r/.rifiT y^ dy \ r,

^x

elles deviendront respectivemenl

I
[iXo-i- Xt ) dç — XftXi du],

/ [( Xj-f- XqX,— k] ) dv - XoXt(Xo~ - )vi ) du\.

(]ela posé, la première étant désignée pour un instant par (m, r)i,

et la seconde par (w, cVj, je ferai

Ei( M, f) = 2/?4i w, p )| 4- 3/>5(if, c u et ¥^^i u, V) — p-( u, V )i;

on aura alors le théorème exprimé par l'égalité suivante :

( 1 ) alTi «, c, a, 3) -- 2n( a, p. u, v)

:= /îsCap — Pîf ) -f- aEi( M, t» iH- ^Eoi «, v^ — /iEi( a, ^ )
— cEoia, ^ j,

de laquelle se tirent les valeurs des fonctions complètes. Prenons

en effet pour u et v deux demi-périodes simultanées /, y, les va-

leurs correspondantes de j; et j' donneront ^{x) ^^ o, ^(y) —- o;

ainsi l'on aura

alll/, y, a. P')=/73iay— pri-i-aE,(i, y i-i-pE,* {, y i
— tEi(a, 3i—yE2( a, p».

On remarque sur cette expression un singulier genre de disconti-

nuité de la fonction II. En effet, les arguments «, k\ étant quel-

conques, il est hors de doute que l'on peut, sans altérer sa valeur,

ajouter les périodes simultanées aux arguments a, |^; mais si l'on

suppose 11= i, ^^=J, lii fonction deviendra uniquement périodique

pour ces indices; c'est ce que l'on vérifie aisément sur la valeur

précédente.

L'égah'té (i) peut être transformée en une autre plus simple.

Posons

Zi{u, V ) = Ei( u, V )— Am — Bi\ Z2( u, V t = £2! u, v) — A' u — B'p

et déterminons A, B. A', B', par les conditions

Ai -h By = El ( i, y ), A i' -r- By' = Ej ( i', y' ),

A' i -+- B'y = E, ( i, y 1, A' i'— B'f = Ej ( i', j"
),
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/', j' désignanl deux autres demi-[)ériodes simultanées. Faisons en

outre

f étant une constante dont hi v;deurest c= p^-\-^^— V. il \iendr.i

{2) *( f<, ^•, a, p; — '1'' 2, [î, », ri = — c{%v — 'iu •.

Dans le théorème exprimé par cette égalité, la fonction <i>. comme

il est aisé de voir, jouira de la propriété que

<i>{ u-h li', V -+- ij\ a, ^ ) = fi>i u, V, a, ^ );

ainsi on obtiendrait une fonction séparément périodique en u et

en V, en prenant

„ ^ / iu -r- i' V in -T- /'(• .\
W(u, V, a, P) = * , J , a, P).

\ ,t i.
y

Peut-être cela conduira-l-il à un développement de la fonction W
de la forme Sa^jK^^"' ^'"""*''"'^. J'ai remarqué à ce sujet que, le

théorème d'Abel permettant d'exprimer algébriquement

- / il/ -4- ?'«' /u -r- /'r \ . / in — i' V ju -+- /'c ,

Xo(^

—

-— '—;r—/' '\
—

T.
— '

—

T.

—
]'

au mojen de

X,(i^,>), X.(^.4?), et )J^>4^h x,(^,4^),
\ Il II. / ^ Il iw

^ \ .. /. / \ 1. .. /

on obtenait un nouveau genre de réduction des fimctions de deux

^ariables à des fonctions algébriques de fonctions dune variable,

parfaitement analogue à celui que vous m'avez fait, Monsieur,

l'honneur de m'écrire ; mais ce cas particulier, auquel j'ai été

ainsi amené, ne m'a point semblé moins difficile à traiter que le cas

général.

Quoi (|u"il en soit, le théorème d Abel donnera, pour l'addilion

des arguments dans la fonction II, l'égalité

n(«H- h', t'^- p', a, p)

= n(w, V, tx, ^)-^U{u', v', a, ^)-i-\og/{U, r, u', i', a. ^),
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»'l 1 (ni ;iiii'.i (le iilrmc (
'

I

(3) «IM » + //', i^ -T- v', a, P)

— «l»! //, r, a, 3 ) -i- *( u', i', a, p ) -T- log/( ii, c, a', v' , a, ^ ).

L r{;;ilil('- (>.), au moyen de laquelle on [)eul faire léchangc siniul-

UuK' des arguments //, e et a, ji, nous donnera le théorème corres-

pondant :

= *(a, 3, u, i')-f-'I'(a, 3, //, c' i -^ log/(j/, i\ ?/', p', a, ^),

auquel on pourrait arriver aussi par une voie directe. Cela posé, je

mets dans l'équation (3), à la place de n, u'. c. «' respectivement,

i -h t(, ï H- u', j + c, / + c' ; il viendra

fp
( « -î- u ~- i i, t' -H r' -7- 2y , a, ^ j

— *( // + i, c- -^y, 2, P ) -i- *(«'-^ f, t^'-T-y, a, P)

-+- log/(,« -T- i, V -\-j, «'-+- f, f'-^y, a, fJ),

ou bien
*( » -i- «', (' 4- (', a, 3 )

= *(« -+- t, f -i-y, a, P) + 'ï>(u'-f- f, v'-\-j, a, P)

-f- iog/(if -H f, i» -^y, u'-h t, t»'— y, X, 3).

Cela étant, je fais a = ;/— «', |j = i" — c', ce qui donne

•M ?/ -F- u . V -.- (
', « — u' . V — v')

= *( a -^ i, V -^y, Il — u', V — v') ^ ^(u ^ i\ v' -\- j, a — u\ v — r')

-I- Iogy( u -i- i, V -r-j, U ^ i, v'~ j, Il — li . V — v').

Je change ensuite u' , v' en — u' . — r'. CoiBme la fonction <ï>

change de signe avec les deux arguments u, t', le terme

$(

—

u'+i, — ^''+7? ...) pourra s'écrire — 4>(w'

—

i, v'—j, ...),

et, en ajoutant: aux deux premiers arguments leurs périodes 21,

•îj, — <t>(w'-(- /, c'-j-y . . . .), de sorte qu'il viendra

^(u — «', r — i', u — «', r -^ v')

-i- iog/( u -t- f, (' +y, i" — i/', y — v', Il H- m', < -^ t^').

En ajoutant membre à membre les deux dernières égalités, et

( ') La fonctioQ désignée ici par/ est le carré de la précédente. E. P.

il. — 1. 3
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dévcloppaiiL dans le second membre pai" le ihéorème sur laddiLion

des deux derniers arguments, il viendra

*!'(« -1- u ,
(' -!- ('', a — «', V — ('') -i- 'l'f H — II', V — i>', u -t- u', V -+- v' )

= 2*(M-f-f, V-+-J, u, V) — 2 * C îf
' -!-

j , v'-i-J, u', i^'j -!- fonct. log*.

Enfin, si l'on applique au premier membre le théorème

^(u, (', y., {i} — '\'(
y., ^, u, i' ) =— c(xi> — p« ),

on obtiendra l'égalité

<Ï>(m -f- u', (' + v'. Il — II', (• — c'
)

= *(« -+- i, V -{-j, u, v) — *( u'-i- i, V -r- j , «', v')

— c( uk'— u V) 4- une fond, log*^,

par laquelle la réduction des fonctions elliptiques de troisième

espèce est étendue aux fonctions abéliennes.

Mais j'ai entrevu un autre genre de démonstration, fondée sur

des considérations toutes différentes, et dont je vais essayer de

donner l'idée en l'appliquant aux fonctions elliptiques.

Soit, comme à l'ordinaire,

posons

A ( a ) dx

-I {x— a) ^{x

)

on trouvera facilement

^, (Iz , r'x-^—a'^ , Mx) I

A ( a ) -^— = 7.- / — ax

et, en différentiant de nouveau par rapport à a.

"{'("'''ra

J ^x ( X — a)-
"'

a-da .,^

D'ailleurs on a immédialemeni

«'[^(^)'^ldz A ( a ) \

' dx\ A ( a >
A(37)-j- = ^ '

-,
—t _ i=_- _;

dx X — a dx ( .r — a )-

on en conclut cette éfpialiou

—

t

; iA(a)= — ; ^ A( .r) — ?.ax2 A(a) / r-
da ^ dx ^

L A(j-) a^
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Va\ pronanl pour \;iiiiil)lcs in(l(''|)ciKlanlc.s les aryiimenls ç cl y. des

fondions
3" = sinam(^ ;, </ — sinam( a ).

cl mellanl A[am(a)] au lieu de A[siuain(a)], il viendra

d-z fl- z „ ^ .
, . , ,

Aram( a )|

doi' d%^ sin2am(a)

Soil

lila) /sin^amiair/î: el z = — •/."?£( a) — l— h m;
J sinam(aj

on aura
d- u d-u

,
„ . ^ ^ .^ ^

da- di,-
^' J ^'

Considérons donc l'égalité

Jo sina

A[am(a)] rf^

am(^) - - sinam(a )

dv.

•/.2^E(a)

.7 sinam(a) -^

En faisant ^ =r o, on a

F(a)+/(a)= f-,-^^;•' ' J sinam( aj

on trouverait de même, pour a = o,

donc
F(a)+/(aj = Ffa) -!-/(- ai ou /(a)=/^— a).

Je m'arrête un instant à cette remarque ; car, sans aller plus loin,

on peut tirer de là les théorèmes fondamentaux des fonctions ellip-

liques. En effet, en différentiant par rapport à ^, il vient

Ma.«(^)] ^,.E,a) = F'(a + ^,-/'(a-0.
sinam(^) — sinam( 2

j

Faisant successivement ^ = x + a, ^ = j? — «, et retranchant on

obtient l'égalité

A[am(a)] A[amia)]
sinam(;r -^ a) — sinam(a) sinann(:r — a) — sinam(a 1

= F'(a -H a; -t- a) — W (% -k- x — a) —f {1 — x — a) -\-f\'j.
— x -i- a).
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Or la fonclion f'{.T.) étant impaire, on voit iinmédiatenicnl f|ue Ir

second mciuhre est symétrique par rapport à x et a; on .inra donc

A[am(a)] A[ani(ajJ

sinam(a7 -1- a) — sinarn(a) sinam(a^— a) — sinam(a:)

A[am(a7)] A[am(a")]
" sinam(a-4-a) — sinam(a;) sinam(a — a) — sinani(a:-j

De là se lire le théorème d'iùiler sur l'addition des fonctions ellip-

tiques. Soit en effet a := o, on aura

sin ain (37 -t- a) sinam(.r — a)

A[am(a7)] A[am(a7)]

sinam (a)— sin am(a7) sin am(rt) -t- .sinain( J7 )

2sin am (a) A[am(a;)]

sin2am(a) — ?,\n-am{x)

el permutant x et a

%%\nam{x) Afam(a)]

sinain(a:' -^ «) sinatnfa:- — a) s\n'^Am{x) — sin2am(a)'

donc, en ajonlaiil membre à membre

I sin ain(.r ) A[am(a)J — sin am (a) A[am(.r)J

sinam(a7H-a) sin'^ain(a7) — sin2am(a) '

ce qui se ramène sans difficulté à la fornude connue. De la même
source on tire encore le théorème sur laddition des ari;umenls dans

la fonction de troisième espèce, en opérant ainsi que je l'ai fait

dans une lettre adressée à JNl. Liouville. imprimée déjà dans les

Comptes rendus, et qui paraîtra de nouveau dans le |)roehain

numéro du Journal de Malkématiques. Il ne sérail pas difficile

d'arriver à la forme que vous prenez ordinairement. Monsieur, pour

les fondions de li'oisième espèce: il suflirail |)our ctda île partir de

la formule suivante, que Ion (h'monlrerail comme jirécédem-

luent; savoir, i élant une quelconque des (pianlilés (pii donneni

sinam (« + /) = sinam (;/ — i) :

A[am(a + i)] A[am( a -+- /')]

sin ain(.r -i- « )
— sin am( a -»- /) sinam( ./— a) — sinani (a -i- i\

_ A
I

am f .r -t- î )] A [ am ( .7- -i- i )]

sinam (a -4- «) — sinam(ar -4- /'

)

sinani (a— «) — sinam(a: -^ j )

«l de nrcndi'c / Ici (iiie ~ —r- ^^ o.
'

' sniani(i)
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Mais je reviens à régalilé

r^ A[am(a)|f/t .,,j,, ^ C ^^
n-/ y- c- >

J^ sinam(^)— sinam(a) J sinam(a) •>/ ^ •>/

Changeons a en — a, puis rclranchons membre à membre, il

\ iendra

" 2 si n am ( a ) A [ am ( a )]
«^f

/ H-'>,/.2ïE(a)
'^ sin2ain(^) — sin"-am(aj

^ F(a + 0-4-/(^-0- F(^ -«)-/(- ;-^)-

Le second membre pourra encore évidemment être représenté par

F(a + ^) -\-f{^ — ç), et puisque le premier s'annule pour ^ = o,

et a=o, par F(^-f-a) — F(^ — a), F étant une fonclion [)aire.

Pour la déterminer, dillérenlions par rapport à ç; puis taisons

S = o, il viendra

,F'(a) =- ^-iii^^^ÀAr^^'^ii^] -^ .x-^ E(.),
sm-ain(a)

d'où, en posant Z(a) i= j E(a) dy. :

F(a) = — |logsin2ani(a) -i- x^ Z(a);

il vient donc cette égalité

2sinam(a) A[ain(a')] d^

p sin2am(^) — sin-am(a)

o^r-/ \ , Il sin2am(^ — or) ^rrj,. , „,^ .,= — 2-/.-;E(a:) -r-ilo<r-:—

;

/.-|Z(^ — a)— Z(ï -^ a)l,

de laquelle se conciliai sans peine tout le reste de cette recherche.

/
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Di;s

FONCTIONS ABÉLIENNES
ou ULTRA-ELLIPTIQUES").

Mémoires présentés par divers Savants étrangers

à l'Académie des Sciences, Tome X.

L'objet principal du premier Mémoire d'Abel sur la théorie

(les fondions elli|)tiqiies csl la résolution des équations relatives

à leur division en parties égales. Le beau résultat auquel il est

parvenu, savoir, que cette résolution est toujours possible à l'aide

de radicaux, en supposant connue la division de la fonction com-

plète, peut être étendu aux transcendantes d'ordre plus élevé

nommées par Legendre yb/îc^fO/i5 ultra-elliptiques, au moyen des

nouveaux principes sur lesquels M. Jacobi a fondé leur théorie.

C'est ce qu'on va essayer de faire voir, en considérant daboril

les transcendantes qui sont l'objet du Mémoire intitulé : De func-

tionibus quadrupliciter peiiodicis quibus iheoria transcenden-

tium Abelianaruni iiiiiititur {Journal de Crelle, t. 13, p. 55).

L

Soit

\{x) = yjx{\—x){\—p\x){^\—p\x)(\— p\x):

considérez les fonctions x qVy délerniint-es pai- les deux équation;

/•"" (a + ^x)dx r •' (a-f- (J ))(/)• _
./o M^) '^.i Ali-) -"'

r^ (ol' -h'^'x)dx r^' (a'-f-P'.v)fl^)'_
,,,

Al ) )

(') Ce Mémoire est signé de M. Iloriiiito, élovc ilc rKcole Polyteclinique.

I-:. p.
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<;l soil

a: = Xo(i<, «'), ^ = Xi («,«').

I^a propriété fondamentale de ces fonctions de deux variables

consiste en ce que les quantités

Xo(a -t- i^, u'-h v' ), li( Il -\-i>, u' -+- p')

sont les racines d'une équation du second degré, dont les coeffi-

cients sont des fonctions rationnelles de

\o{u,u'), X, («,«'), A[Xo(m, u')], A[X,(«, «')],

Il en résulte que, quel que soit le nombre entier n, les deux

fonctions

Xo(«J/, nu'), Xi(n«, nu')

seront pareillement les racines d'une équation du second degré à

coefficients rationnels en

lo{u,ii'), li(u,u'), \[lo(u, II')], A[Xi(«f, m')].

Cela fait voir que, par la résolution de deux équations algé-

briques, on pourra déterminer inversement

Xo( II, II' ) et Xi( «, u'

)

par
Xo(rt«, nii ) et /~i(nu, nu').

Représentons, pour abréger, par x« eiyn les fonctions relatives

aux arguments multiples Jiu, nu', et soit

l'équation qui sert à les déterminer, au moyen de x et y, j'ai

trouvé qu'on pouvait mettre les coefficients sous la forme

P-4-QA(;r)A(7),

en désignant par P et Q des fonctions rationnelles de ^ et^; mais

celte remarque n'est pas essentielle pour ce qui va suivre. Je par-

tirai de ce que les racines simultanées des équations

j
1]X% -f- U'Xa -i- U"= O,
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sont données, d'après M. Jacohi, par 1rs formules suivantes, où
l'on a

'1 = '-i

/ -7=^^^— ' '2 = ?- / r

—

-— '

rrî(y.-^'^x}dx . n \%-^'i,x)dx

r'' (x-hii'x)dx ., r^ {x-^'à'x)dx'1=2/ -— ^—
, lo=-i -^—

>

J-^ \/—l^(x) ' J^ •^'^)

1

V __ rFiioL^'^' x)dx .. r'' ['x-^'^'x)dx
^3 2 / —

y l . nz 'J* I "

Ji_ y/_iA(x) J± ^<^)

savoir

= X i u-^
mt'i y/— I -f- /?^'^, -1- ^''^^ y/_ , _ ,)f'i,^ ^j/'^ ^/_ , ^ „,'/'^ _i_ ^^"/'^ y/_ , ^ m"'/. \

V II '
' /< /

\ /<
' ' ' Ti /

en attribuant aux nombres entiers m, /«', m", m" ^ les valeurs u.

1, :i, .... n — i.

Voici maintenant le théorème sur lequel repose leur résolu-

tion. Soit/(.r, v) une fonction rationnelle et symétrique de .r cl y.

Pi (Ji f'i s quatre l'acines de léquation binôme ^' = 1 . Faisons, pour

abréger,

I = mil \/— I -I- m' io -r- m" i^
\' - 1 -^ m"' i,.

i'= 'ni\ \/— 1 H- m' i'., -i- m" i'.^ \ — 1 — m" i\,

on aura

n — 1 n — 1 n — 1 n — 1

^ ^ Zj Z^ ;/P>o( '<-!-- W/'-f--), À, (h -+--,,/' -4- -) D"'7"' /•'"".<'"'
I

Il u

= V^A-4-BA[âo(««, ««')] H-G A[Xi(/t«, /ut')J-HDA[Xol««/, nu')]\\li{nii,/iii')\.

A, B, C, D, élanl des fonctions ralionnelles dv 'y.^i^/in, nu'),

li (nu, nu').

J.e premier incnilm^ jumiI (Tabord élrc ramené à uik^ i'ouelinn

rationnelle de 'Lo{u , u'), Ai(^//, u'), contenant d'ailleurs de> quan-
lilés relatives aux arguments mulli|iles. Kn elle!, d'après la pro-



lONcTioNs \ m: 1. 1 i:n m;s oi t i.tua- i:i. li I'TIQd i:s . 4'

|jrii'"lc [oiuliiiiK'iilalc des IuiicIkiiis A. le Iciiiir j^éiiéral

[jourra èlrc (;.\.|tiini(' r.ilittiinellcmcnl en loiiclioii (Je

cL des qiianlilcs analogues relali\es à la division des indices : or,

ou trouve aisément les formules

desquelles il résulte que les radicaux

s'exprimeront eux-mêmes rationnellement en Ào(W; u') e\.'k^(^u, u'),

car, en faisant disparaître les irralionnelles des équations, puis

les difiérentiant successivement par ra|)poit à u et «', on ob-

tiendra les dérivées partielles en fonction rationnelle de /qI'^j '')

et 1, («^, u').

Représentons pour un instant ce premier nombre par
'f

(//, u')]

on démontrera aisément, au moyen des propriétés relatives à la

périodicité des fonctions )v, l'égalité suivante

kix \J
— I -t-/>:'to-i- /i"/:i \l— I -r- k" j'i , Ai', \J— i -- k' i.^-r- h" i',^ \'— i-f-A"'i'j

p-kq-k' )•-'""
s- '^"'

•:>{u^ it!),

quels que soient les entiers /,-, A', k" , k'"

.

En l'élevant à la puissance n, on obtient donc une fonction ra-

tionnelle de )vq( m, u'), \i{u, u'), qui ne change point en substi-

tuant à ces quantités deux autres quelconques des racines simul-

tanées des équations proposées. Il résulte de là, et de la théorie

des fonctions symétriques des racines d'un système d'équations à

plusieurs inconnues, que cette fonction pourra être déterminée

rationnellement par les coefficients des équations proposées.

!Mais comme il a été introduit précédemment les dérivées par-
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lielles de ^(^(nu, /?«'), )>( {nu, nu'), on pourra les éliminer par les

formules suivantes

(aB'-Ba')4^ = ALZl («'+(3'^), (a'fi - S'a) 4^, = ^^^ (a-r-3:r),
' au X —y ^ du x —y ^

appliquées, bien entendu, aux quantités x,i,y,t.

Il suffît maintenant, pour achever la démonstration du théo-

rème énoncé, d'observer que toute fonction rationnelle des deux

radicaux
AfXof/î?/, itu')], A[Xi(/îi<, Jiu'

)]

peut être mise sous la forme

A-i- BA[Xo(«i/, /h/')]+ CA[), ,(««<, nu')\ -t-DA[Xol«", /??<')] A [>,,( nu, nu' )\.

En supposant successivement

f(x,y)=x-^y et f{x,y)=xy,

le théorème précédent donnera, exprimés par une somme de

n:' — 1 radicaux /i"^""^^, les coefficients d'une équation du second

degré, dont les racines détermineront, en dernière analyse, celles

des équations proposées. On le verra facilement, en considérant

le système des équations linéaires qu'on obtiendrait en attribuant

kp, q, r, s, leurs diverses valeurs. J'ajouterai ici. mais sans mar-
rêter à le démontrer, que les //' — i radicaux dont je viens de

parler peuvent s'exprimer rationnellement parcjuatrc d'entre eux.

II.

i^our obtenir la division des indices, taisons

nu — kii \J
— I -\- k' u -+- A" /'s

\'— i -i- k" f\,

nu!= k(\ \f— I -i- /.'/; -H k" ï-^
\'—\+ k'i\

;

on aura

^'n = O, yn = O,

et les équations à résoudre seront

(2) U' = o, U"=o.
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\'i

Leurs racines seront données par les formules

^ / mit \J— I -T- ni' l'i -+- m" i^ y/— ' -^ ni" t\ /ni\ \f— i -f- m' t'j -(- /?i" t
', y— i -t- /»"

\ Il n

J = X,
i il )J

— I -h m '
t'î -I- /?i" f 3 v/— I -I- m'" t'i /« i 1 \J

— I -+- m '
1 2+ m" t'a y— i

en attribuant aux nombres /;*, /«', /?<", m'", les valeurs o, i, '2, ....

/? — I : mais si l'on suppose le nombre n premier et si l'on fait

;
I, = /i v/^.

L = /»<[ \^— I -f- t'.,,

I3 = nii^ \'— I -f- lit! i\_-\- ij y— i,

li = mil y/— i -^ m' i-i
-\- ni' iz \— i -i- ti,

r, = î'iv/— I,

1 2 = m i\ \'— I -i- i\

,

l'j = mil \/— I -r- ni i'.2 -r- i^ y — 1,

\ l',^= miy yj— I + ni i.^ -1- ni' i\^ \^— 1 -f- f'4,

il est aisé de voir qu'on peut les remplacer par les suivantes

(3)

X = Kq
[

[X — 1 u —
v n n

J, \',\

\
' n n

, / i> r., \ ^ / I2 i'.

j; = Ao !JL - ) [i.— , V- = Al [J. ->!-<•—
y n ' n I

- y n ' n

^ y^ n ' 71 J
- y n ' n /

y n '^ n J
'' y n ' n I

en supposant à /«, /n', m", les valeurs o, i, 2, ..., /i — i et à u.

les valeurs i , 2 , 3 , .... /? — 1

.

Cependant, si l'on observe que

Xo(— «, — "') = î>o(«, «'),

Xi(

—

u, — u) — Xi(u, li),

comme on peut aisément le démontrer, on verra qu'il suffit de

faire

n — 1

|JL = 1,2, . . ., • j
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conjoinlemenl avec les autres valeurs de m. m', ni"; car. passt'

le lerme , on ne ferait plus (|uc reproduire les valeurs déjà

obtenues.

Cela posé, soient o une racine ])rimitive. par rapport au nombre

premier n, l, 1 une cpu-lconque des quantités conijirises dans la

formule mit s/— i -h m' io -f- ni" r^ y/— i -~- m" i^, l' la quantité cor-

respondante relative à Targument it', et/(x,y) une fonction ra-

tionnelle et symétrique de x et r; considérez l'expression

où ô est une racine de /"^' ^= i ; le terme général pourra sVxprimer

rationnellement en

et

L '^ " J L '' " /

Or, on a vu précédemment (pie. pour toute valeur des argument»

u et «', les radicaux

A[Ào( M, «')1, A[X,( u, u )\

s'expriment rationnellement au moven de

Xo('/, u ). À,( u. a )

et des quantités relatives aux ari;uMiculs muili|d(s: ;iin>i, on

pourra transformer l'expression ( j) en une fonction ralionnrllc

et symétrique de Aq ( -, - 1, A, i - , - ), que je reju-esenlcMai. pour

I
1'

abréger, par
'f (-' -)

Or, si dans l'égalité

' (n — D- 1

on rcm|)l;icc 1 et I' par -J'\ cl z''\\ on Irouxcra aisément

o(z'> ', 'J>-\ .-.0-Ao('l, -
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C('l;i |)()sé, coliiiiir I»' iKiiiihic 'J^ ('•(|iii\ aiil . Miiviiiil le iiiodiilc //

.

;"i nu noinl)ro (hicIcoikhic a |)<)iii' une \;il<'nr convenable fie //. en

lai Si) ni

\ n II /
'

\ // n I

',.n-.i/i
'

Si ilonc on donne à 1 cL 1' loules les valeurs correspondantes

comprises dans les formules (3), en attribuanl à /;i, m', m" les

valeurs

<), i , >, .... n — 1

.

on pourra former une équation donl les racines seront les valeurs

correspondantes de la fonction -i, el dont les coefficients seront

des fonctions ralu)nnelles de ceux des équations proposées. Il est

bien facile de voir, d'après les expressions (3), que son degré sera

\ -\- n -\- n- -\- îi^
\ or, il suffira d'en connaître une seule racine

pour résoudre les équations (a).

En effet, si nous considérons une de ces racines, et si nous la

désignons par (0) pour rappeler qu'elle dépend de la quantité

<|ui entre dans rexf)ression (4), on aura

.e)^=i:/[x.(p'i. ,<;:). '..(,='•• i.?'-i')]o'.

d où, en substituant successivement à (j toutes les racines de
i n—

1

f I
- -1

x^ ^1,0, 8', B", ...,()'-- -, I , et ajoutant membi'e à membre
les équations résultantes

/[Mi-:i)' Mi.Q]

donc, en faisant /(j:-, j-) = j- + t. puis/(a:, y) = xj', on con-

naîtra par là les coefficients d'une équation du second degré dont

les racines déterminent, en dernière analvse, celle des équations

proposées.
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II.

Des considérations loiiLcs semblables aux précédentes s appb-

(|iicni ;iiix il u 1res classes des fonctions ultra-elliptiques, el il suffira.

|)()ur le faire voir, d'établir les formules suivantes.

Soit

A(ir) = ^x(i — x)(\ — p\x)...{i — pln + \^}'

0/^.(.'r ) = a/,- -1- j3/..a7 +- y/,x- +...-(- t^i^x".

Posons

"'-1,.X ^ï^' "'=-^J. -^n^T- •
^ r''''ù„(x)dx

el considérons, d'après M. .lacobi, j::^, .Ti, r„. comme déter-

jiunés par ces équations en fonction de Uq, i/^ a,/, de sorte

(pi on ait

Xi, = ln(uQ, Ui, .. ., Un), a-, = À,( »o, "i H„)

En les diflérentiant, par rapport à Uq, il vicndi-,

I

_ V^ ^/Ot Oo(J?/t) _ •^ dx^ Oil.r/, ) _ -^ f/x^ 0/, ( x/, )

1 I.

et si on les ajoute après les avoir respectivemenl inulti|)liées. à

partir de la seconde, par des quantités ^i, t,, . . ., /«, telles que

Oo(a^i) -+- flÔi(a?,) H- f-id^i^i )-+-.. .-4- t„^n(^l) = o.

Oo(a:.,) +/) 0,(^72) -I- /oO^LT.,) +...-{- /„0„(.r2 ) = o,

Oo(^/i) H- /iOi(.r„ ) — fiOiix,, ) H-. . .-f-/„0„(.r„ )
--^ o.

on Irouvera, en faisant, |>()ur abréger,

D = Oo(.ro) -f- /, 0,(.ro) -H fiOî(x^, ) -4-. . .-i- /„0„(.ro ).

dxQ _ A(>o)

duo ~ D
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cl il est 1)1011 ais('' (!<• \()ir (lurii <lill« rciiliiiiit par ia|)|)<)rl à //,,

//o, .... //,;, 011 aiirail d une mamrrc semblable

dVi ~ il ' THT, ~ i> ' "' du,," D

Ces formules loiiL d'abord Noii- commenl le radical A(xo) s'ex-

prime ralionnellement par rime quelconque des dérivées par-

lielles de Xo elles fondions ^Tq, .x^t, ..., x,i', mais en ajoutant les

«•qualions précédentes, après les avoir multipliées, la premirre

par Oo(^ro), la seconde par Q,(.a7o), et ainsi de suite, on obtieni

celle expression

Ma:o) = Oo(Xo)--i-^ -l-0,(:ro -r-^ -^
. . .-i- ()„( ^0) -r^ y

duo dui du,,

et il est clair qu'on aurait de même

A(Xi) = Oo(.r, )-j—' -\-Oi(xi) -=—
' +...-+- 0„(.r,j —-!-,

duQ duj du,,

. dr„ , , dx,, , .
d.r„

Lies propriétés relatives à la périodicité des fonctions ), sont

comprises dans le théorème suivant.

Soit
1

r '
0/, (x)dx . ,. r P\ 6/,

('

X ) dxC n,,(x)dx ... ri
l I

—
1 f'., = 2 /

_l_ 1

et

J(^-' = nii i'/'''' -+- mo f "/'
'

-+- /H3 i'-l' -+-...-}- nu,,+2 1'/„'+2 >

quels que soient les entiers /«,. z;?,, • • • on aura

Xo(i/o+I'"', «<i -I- I'", .... ?/„—!'«)= >o^'^o, "1 ««).

X„(f<o + 1'°', "1+ I'", ..., U„-^h"^) = ln{Uo,t'i, •-, l'n
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Parmi les "^.n-r-i. indices de périodicité, n -^ \ seront réels.

savoir

cl les autres imaginaires, et de la funne a
\J
— i. où a est réel.

Ainsi, j)Oin- le cas de /i = i , on Iroiiverait les indices

1 1 2,

/.• élaul () ou I. et ils se ramènent à ceux de M. Jacohi par ces

é(]ualions

I j_

J_^ Mx) ^Ji_ Mx) "J, \(x)

f'I

r' (oc'^'^jx)dx r°^ (x-h ^x)dx _ rpf (x — '^x)dx

J, Âi^) ^Jj_ A(^j -^
J_^ li^)

Enfin, la propriété loudaïuenLale des ionclions "a, cl qui est rela-

tive à l'addition des arguments, consiste en ce que les quantités

/o(Mo-t- ''0,"!+ <'l- --^ "«-Ht^«), Ài(Wo-t- Co, "l -i- f| U„-i-l-n), ••.

À„(«<o-4- l'a, i/l -+- Cl Un -r- C„)

sont les racines d une ('-(pialion de degré // --
i

, «lont les coefti-

cienls sont des fonctions rationnelles de

Ào(«o, «Il • -, "«)» Ài("o- "i- . • •• «//> À„(»o,»,,. .,«„),

A[Xo(«fo» "l- • • -, ««)], A|X,(f<o,"l Un)] ^On{l'o, "\, -jUn)],

'koii'o, i'i, , Vn), X,(Co, (',, .. ,(„), .... /««(t-o, Cl V„),

^V^oii'o, ^'\^ , Vn)], A[X,(i>o, C|. ...,c„)], AlX„(Po, t'i. ...,c„)].



SUR

LA TIIÉOUIE DES TIlAÎNSCENDAiNTES

A DIFFÉRENTIELLES ALGÉBRIQUES.

E\THAIT 1) INK I.RTTUE A M. LlUl VIl.I.i;.

Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. W'III.

J'ai essayé d'introduire, dans l'analyse des transcendantes à

différentielles algébriques quelconques, des fonctions inverses do

plusieurs variables, à l'exemple de ce qui a été fait par .M. Jacobi

|)Our les fonctions abéliennes. Je vais passer rapidement en revue

les principaux résultais (jue jai obtenus, en réservant les démon-

strations et les dévelo|i|>ements accessoires pour un Mémoire que

j'espère bientôt avoir Tlionneur de présenter à l'Académie.

I.

En suivant la marclic tracée par M. Jacobi dans le célèbre

Mémoire intitulé Conside/ritiones f;enerales de transcenden-

tibus Abelianis, j'ai été conduit dabord à rechercher le système

d'équations différentielles ordinaires dont les intégrales complètes

sont données par le théorème d'Abel, considéré dans toute son

étendue. Cette recherche, au reste, était assez facile en s'aidant

des résultats consignés par Abel lui-même dans le Mémoire cou-

ronné par l'Académie des Sciences (').

(') Tome VII des Savants étrangers. Voyez aussi un élégant Mémoire de

Minding, publié dans le Journal de Crelle, t. 23.

H. — I. 4
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Sûil, en suivant les notations clAbel.

iSï) = Po -^piy + Pîy^ --... + pn-^y"-^ -f-^« = o

une équation algébrique quelconque irréductible, dont tous les

coefficients sont des fonctions rationnelles et entières d'une même
variable x.

Nommons ses racines

Ji, fil yzi •> y II,

et désignons par

(I) f{^,y) = fo + fo' - /^j- --"
. • -^ fn-o''-'

une fonction rationnelle et entière de x et y, dans laquelle le

degré d'un coefficient quelconque t,n soit pris égal au nombre

entier immédiatement inférieure la somme, diminuée d'une unité,

des n — /n — i plus grands exposants des développements de

chaque racine}' suivant les puissances descendantes de x.

Soit enfin y le nombre des coefficients arbitraires contenus dans

f{x,y); cette fonction sera susceptible dun nombre •' de formes

différentes que je représenterai par

/i(^>7), A(^,y), , /r^^,y)-

(^ela posé, en désignant par

Ti, Xi, ..., a-a.

des variables en noml)re (juelcon(|uc 'x j)lus grand cpic -'. cl j>ar

yn), y(i)y •••' j>u.)

des fonctions irralionm-lK^s cbolsies arbltmiremcnl parmi les

/) racines

vi, y-i .)'«.

on aura, au moveii du llicorèinc (rAl)el. sous lorino algébrupir.

les iiilégrales complètes du système des écpialloiis

. liyo)) vAyii)) ' vAyiv-))

/»(^i>.r,t)) , , /ii£iiZiiL) .„ _ -^ -AiiJiiZiHl ^r -n

7.(7(1)) 7. (7(î)) /O'iti))
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Il csl imililc (le <lin' <|iH', (l.iiis cliacimc dos racines jK(i)? '-*i'

y^2) "" it'iii|)la((' la quanlilc x par la variable x, ou x.,, • • -,

(lu Iciiiic où (•!!(• eut ic.

TI.

D'après cela, je ])reii(Jrai })oiir fondions inverses les quantités

définies par les y équations suivantes

(2)
*= 1

A- = y ^

et je poserai, en conséquence,

^I = ^1 («1) "2. •••) «•;')) .^2 = XoC»!, f<o, ..., «<..), ••,

Cela étant, les intégrales du système d'équations difTérentielles

considéré plus haut, intégrales fournies immédiatement par le

théorème d'Abel, donnent sans difficulté, par un changement

convenable de constantes, le théorème fondamental, qui consiste

en ce que les v fonctions

)v/. ( i/l -^
(-"i, U-i -1-^2, • • • «V -H fv)

sont les racines d'une équation de degré v dont les coefficients

sont des fonctions rationnelles des diverses fonctions

Xa(«1, «2, . .., ?<y),

et des valeurs correspondantes de celles des racines y que Ton a

fait entrer dans les équations (2).
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111,

De là découle cette propriété importante des fonctions inverses,

(pii consiste dans la coexistence d'une série d'indices de périodi-

cité pour tous les arguments, et qui montre toute l'étendue de ce

caractère singulier, dont un admirable Mémoire de M. Jacobi a

révélé depuis longtemps l'existence dans les fondions abélicnnes.

(Considérons l'équation

(lunt b; premier membre, comme on sait, s'exprime [)ar une fonc-

tion entière de x. Chacune de ses racines jouit de la propriété de

rendre égales deux des racines y de l'équaliuii

7.0') = o-

Supposons donc que j)'(,j devienne égale à une autre racine i',i,

pour b's diverses valeurs

(le même (jue

|)OUl'

et

X = a.^. Ko, a". . .

.'•'3) =J'|3I

poui-

a" = a j, a^ , a^ , . .

.

«;l ainsi de suile.

l'\usons, pour abréger l'écriliire.

cl (b'Mgnoiis [)ar les b-llrcs m des iu»mbrc> ciilici> |)()>ilils ou



r 1

1

1'; u 1 1; u v: s r i< a n s c k n d a n t k s . V}

rit'j^alils. Si l'on pose

im ;iiii'a ce IlicoiciiH' :

Utic fonclion rationnelle cl symétrique quelconque des

Y fonctions inverses conservera la même valeur en ajoutant

simultanément aux divers arguments

"i, it-i, U3, ..., II.

les quantités constantes

II, I2, I3) • • -, if-

Var une aulre méthode, indépendante du ihéorèmc sur l'addi-

liou des arguments, mais (ju'il serait trop long d'indiquer ici, on

(d)tienl directemenl les égalités

À| ( »i — II, U2-- I2, • • • , "v-+- ly) = ?^l (ifl, tli, . . . ,
lly),

Ào ( lll -+- II, «2 H- I2, . . . , Uv-r- ly) = X, ( Ui, Mo, • • •
, "y ,)i

J

Àj( «1 -r- II, «2+ I2, . . . , » .-,- ly ) = ),,..( î<,, u-,, . . . , «)).

IV

Les racines de l'équation

Z'(ri)z'(72)...7;(jr„)=o,

cpii se sont présentées comme limites des intégrales qui entrent

dans l'expression des indices de périodicité, jouissent de la pro-

priété générale d'être les valeurs maxima ou minima des fonctions

inverses. Cela l'ésulte des expressions de leurs différences par-

tielles que je vais rapporter.

Soit

(3) ¥ix,y)= ixifiix, y) -i- u.2f2(T, y) -h. . .-^ !-^,-/y(^, JK);



54 (HCLVUKS l)i; CHAULES IIEUMITE.

concevons qu'on dûtcnninc les constantes ;j. par les v — i con-

ditions

F(:p2,7(2)) = o, F (3:3, 7(3)) = o, ..., F(a;y,7(y)) = o.

Nommons F,(^,jk) ce que devient alors l'expression (3): les

équations (2) donneront sans peine

dxi ^ f^iX'(r(i)) f/a-t ^ |-taX'(.rn)) ...^
afx, ^ .^yy/^ra) )

c?<<, Fi(:ri,7(ii/ f/»2 Fi(a7i,7(i))'
' duy F,(ar,,7(,,)

De même, si l'on appelle l''o(^,7-)la fonction F(a'. y) déterminée

par les conditions

F(a7i,7>i)) = o, F(a73, 7(3)) = o, ..., P^a:^, 7(y)) = o,

on aura

dx-i _ !Jti/J(7(2)) f^2 _ 1^2'/ '7(2' ) __ 5;^ _ !-^Y/''>^î '^ ~
F2(a;.2,7(2,)

'

C^«2 "" F2(a72,7(2))' ' '' f/«
;

~" Fj (>2, 7l2) >

'

et ainsi de suite; d où résvdte la proposition énoncée.

De ce (jui précède on tire des équations linéaires aux diffé-

rences partielles qui méritent d'être indiquées, savoir

„ . . dx, . , , dx-^ . , ^ dxy
/l(^2,7'2))^--/2(2^2, 7'2))^ -^-•••^/ï^^2,7(20^ = Z<7(!))-

j- , X
dxy, .

,
, dx-^ dxw

Remarquons enfin cette conséquence que. 1 écpialiDii

dxi
, _r , ^ d-^i

. r , ^. ..\
'^-^

du^

étant satisfaite par

^ -^ ' dui •' dui '^
' - duv

x = Xi, 7=7(2,,

X = X3. 7=7(3)1

x = xy, 7=7o')»

on peut, au moyen tles différences j^irlielles de lune des fonolion?

inverses, délerminei- algébri(piemenl les •— i autres.
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Le ihéorèmc rclalif à ratldition des arguments condiiil encore

à exprimer les fondions inverses dans toute leur généralité, au

mojen des cas particuliers les plus simples, où l'on ne suppose

successivement qu'un argument variable, les autres étant égaux à

des constantes quelconques, à zéro par exemple.

Ce genre de réduction, (pii est du à M. Jacobi, se retrouve dans

une autre partie de la théorie, comme on va le voir.

En nous ])ornant, |)our plus de simplicité, aux fonctions de la

j)remière classe des transcendantes abélicnnes, considérons la

dilTérentielle totale

//< X ) \/f{y )

où F(.r) est une fonction rationnelle quelconque, elf[x) un po-

lynôme du cinquième ou du sixième degré. Si l'on substitue aux

variables x et r les variables u et \> des fonctions inverses définies

par les équations

dx r ^ dy

J^'

* .r dx f"^ y dy

son intégrale étant désignée par

n{«, (')

jouira, en vertu du théorème d'Abel, de la propriété exprimée par

l'égalité

n(KH- u' , V -\-v') = n( u, V) -\- n(tt', v' ) -^ une fonction alg. et log.
;

en faisant

u = G, V' =^ O,

on trouve

II(îi', p ) = TI(o, f ) -f- II (u. o) -f- une fonction alg. et log.

Ainsi, la fonction n(«, f) à double argument est ramenée aux

deux cas les plus simples, où l'on suppose successivement iin
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seul argiimcnl vaiiablo; un voit rncorr (luoii n aura plus à

considérer que des intégrales de iorniules dilîerenlielles qui con-

liennenl seulement une variable indépendante, à savoir, des

intégrales, par rapport à ?/, do fonctions rationnelles et svmc'-

triques de

Ài( u, o), ).2( u, o ),

et des intégrales, par rapport à r. de fonelions rationnelles et

symétriques de

On se convaincra facilement de la généralité des considérations

précédentes : ainsi, dans le cas des fonctions de la seconde classe

des transcendantes abéliennes, où s'oHIVenl des fonctions à triple

argument,
lli it. i , ir »,

(ui aura de même légalité

11 \M-)- H ,
^' -i- v', w -r- iv')

— Tï(u, V, »•) -\- Udi', ('', il'') -r- une font t. alg. et log.,

ou bien encore la sui\ante

n ( « -+- k' H- u", v-hv' -h e
"

,w-~w'-^ w"
)

= \l{u, c, w) -+- ï]{u', v', (ï'')-f-n(M'', v", »•") — une fond. alg. el log.
;

et. en faisant

u = o, e =^ o.

u = o, «!''= o,

v" = o, »>"= o,

il vient

1I(m", !•', (1-) = riio, o, w)-+- ll(o, t'',o)-+-nu<\ o. oi-i- une fonet. alg. et log..

i (• cpii C(,)iuluil aux mêmes consécjuences ipie précédemment.

VI.

La métbode qui m'a donné la division tles arguments dans les

fonctions abéliennes s'étend aux nouvelles transcendantes: mais,

jusqu'à ju'ésent. j(> n'ai pu abmder la théorie de la transformation

sans être arrêté par les plus grandes diliieultt-s. Mes tentatives
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moul fuiiduil, iiéaniii<jiii>, à quelques considérations sur celle

théorie bornée aux fonctions elliptiques; je vais les rapporter en

peu de mots.

Soient c5(m. /.' ). ou simplement •:>( u \. la f'onclioii inverse,

définie par l'égalité

o'( M I
—

v'i I — =<-<" )|li — k-o-( u (] = Ai u. /. 1.

2(0 et \>.rs \f— I les indices do périodicilé. et n un nombre impair

quelconque. Le théorème fondamental, donné pour la première

fois par M. Jacobi, consiste en ce que la fonction

où lune «les périodes des fonctions elliptiques se trouve divisée

|>ar le nombre n, peut être représentée de la manière suivante

a ;

I. désignant un nouveau module, a et a des constantes. On en

déduit ensuite que toute fonction rationnelle et symétrique des

quantités

/ > w \ / 4 w \ r -î ( /? — I) 10

1

'
\ n } • \ n '

• ^ J

<»ù. de même, lune des périodes des fonctions elliptiques subsiste,

tandis que l'autre se trouve divisée par le nombre n, peut être

représentée par une fonction rationnelle de '^(» >'0. Or voici la

démonstration du théorème de AI. Jacobi à laquelle je me suis

trouvé conduit.

Il existe, entre -^ et ;, une relation alirébrique (lui > obtiendra
du V- 1 1

par l'élimination de '^^{ii) entre les deux égalités

Soit pour cela o{u) = x; c, comme on le voit aisément, se Irans-

forme en une fonction rationnelle ^rr-, U et A étant deux poly-

nômes pairs du degré n — i ; on établit ensuite sans peine que les
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racines de l'cquation

(4) ^=2?(«+-^
soni (le l;i forme

Cela résulte, en cnc't, de ce (|ne rex|)resslon de c ne change point

en aiigmenlanl a d'un multiple ([uelconque d(! -

—

Or, la même chose a lieu nécessaii^emenl dans la dérivée -^;
' au

et comme
x\Jz= —,

on a

dz dx dx I
-— r-——

-

Ainsi, le carré de -^i (lui est une fonction rationnelle de x, con-
du ^

servera la même valeur en y substituant successivement les

diverses racines de l'équation ('(); par suite, -^s'exprimera par

la racine carrée d'une fonction rationnelle de z.

Or, cette fonction sera entière, car

A ;/ -i
—2

ne peut devenir inlini sans (jue quelqu une des (juanlités

cp ( « -|- ~— \ ne le soit, ce qui rend dès lors r inlini lui-même.

l\)ur obtenir maintenant le nombre et la nature tles valeurs de ;

(]ui donnent
dz

il faut chercher les racines de l'équation

On trouve très facilement (pielles sont comprises dans les iloux
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roniuilcs

p (lovaiil cire suppose succcssivemenl o, i, p., .... — Mais

j'observe que, pour les subsliluer dans l'expression de z, il est

inulilc d'avoir égard à ces diverses valeurs de/?, de sorte qu'il reste

seulement à considérer les racines

^' = -(^> -=?'("H
On voit, par là, que le poljnomc en 5, qui entre dans l'expression

de -J-) sera du quatrième degré, ne contiendra que des puissances

paires de z, et s'évanouira pour les valeurs

Ainsi l'on aura

È = W'("i)( '^3i

C étant une constante qu'on détermine; en observant ({ue, poui-

11 = et, par suite, ^^ o, on a
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Je vais faire voir (iiroii pciil lirer de là, ilirccleinenl. la Iransfor-

iiialion des fonctions de troisième espèce, sans établir préalable-

jnent, comme le fait M. Jacohi, la formule de transformation des

fonctions de seconde espèce. Soit, pour abréger.

F(x) = xU — acp / - , a) V
;

en désignant par m une (pianlité quelcon(pie. or) aura, comme

l'on sait,

F'( m) _ "V^
I

F (m) ~' 2d
'

/
>/no\

ou Ijien encore

F'(/n) 1

J^' ( m ) m — tp ( " j

Or, on peut ('-crire

en posant

\

/> = '

F' ( m )

V(m)

(xuy

^("--F)]'ni— o u—

AT ^U
iSI = —TT pour

3t V

Il importe beaucoup de renKuvpier cette valeur de M (pii, pour

m = ^([J^? f^')-; devient
'f (

- ' ^0; ainsi Ton a l'égalité

A
(f

j - > À

\ + \ ]

.

î ( l'
À

l'^-)

?(")-- ?(l-^)

d où, en cli.uigeanl le signe de u.

?V") + ?(!-i)"^^
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nuis, iclraiicliiiiil iiicinljic à membre,

A,.(^X)-B,(£.X)

o ( 1^ ) /

"^t'("--^^)-^'<i^)"?-("-'F)-^'0.]

Soit mainlt'iiaiil

n(j:, ;ji, /o = / -T^

—

-, r?—

r

'

/ a^( u, k) — œ-(;ji, A:

l'équation précédenle donnera, en intégrant depuis a = o jusqu à

u= x, et en avanl égard aux valeurs des constantes,

A(a, /-) \a a /

_ /; — 1

o(a)n(.r,;jL,/.;-ç([.) ^ [" (-^ + ^^ :-,/.)-"(' ^^ '
:^' ^')_

ou bien

a / \ a / \a a ,

\{^,k)kx-^ cp(,a, A) A(tji, /-)n(a;, |j., A")

n — î

/'-l

Le second membre peut être ramené à ne contenir qu une seule

l'onction de troisième espèce, avec une quantité logarithmique; on

a, en effet, la formule

A((x) A(,a) AO-; A(.r)

o{]j.) — o{x-^ a) cp([jL) — cp(a7

—

a)~ o{x)— o(;i.-f-«) ç;(^)— o(u.

—

a)

qu'il est facile de vérifier; elle donne, en changeant y. en — y..

A(|x) A(;ji) A(.ri A(.r)

o([jL)-r-o(a;-i-a)~cf([JL)-H!s(ar— a " çp(a7)-f-(ï>({Ji -i- a) ç.(^) -t-çdi.— «)
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Ajoulant membre à membre el inlégranl depuis x = o, on trouve

sans peine,

cp(|jL) ACa)[Il(.r— rt, [jl)— n(a7-h rt, ;jl )]

>,cp( i^ ) A( |.i) II (a, [i) -T- - log
'^

•

,^.,(^) /

'

(Toù, ea permulanl a et .r, et changeant les signes des deux

membres,

o{^)\{l).)[\\{x-\-a, ;x) + U{x — a, •x)]

I
* —-— '

= 2o([ji)A([x)n(a;, |aj— ;^
lo- •

r_!f^t^
II- ?^-'")

i
' o2(;jL — a:))

Un arrive donc définitivement à la lorinule suivante, pour la

transformation des fonctions de troisième espèce,

= A( |x, k).\ r-^nz,{ .a, /c)l{ ;jl, A"

j

II {x, ;jl, k

)

^2 '"^
0-{ '1-+-X)

r
—

oHli—x)

VllI.

Dès les premiers pas (pii ont été lails dans la ihéorie des lonc-

lioiis elliplicpies, on a imaginé de les dillérenlier |>ar rapport au

module, ce qui a conduit à |dusieurs n-sullals importants. Or, le

même moyen analvlitpie s apphcpic avec latilili' à toutes les lonc-

lioiis {\v la forme
l'f(x,x)dx.

où y est donnt' par 1 érpialion

y, )•) = r"— \ = o,

\ t'ianl une fonction entière de.r.
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1
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Voici, j);ir cxcin])!»', le llK'orrnic (jui on rcsullc pour les loiic-

lions abéliennes.

Soit
F{x)= x{x — a). . .(.p — /i)

un polynôme du degré am + i ; on pourra représenter toutes

les fonctions abéliennes de première et de seconde espèce par
l'intégrale

f
{x — a )'<' dx

yJV(x)

et en considérant z comme une fonction du module a, on ob-

tient Véquation linéaire de l'ordre im

n ^ 2/« -f- 1

^/F(x)
, V 4'«-M--^Ap,(„,^^^

(37 — a)2'«-'^- ' ^ 1.2. 3..
n — \

(

—

,\itn— n + ). ^fi„i-n-h\ -

>^ , .

{lA — i) (-i/i — 3). . .{-yJxi-i- 9.n— [//i — i) da-"^-"--^^

Lorsque k est compris entre o et m — i, de sorte que z repré-

sente les transcendantes de première espèce, l' intégrale com-
plète s obtient en ajoutant à la fonction

£
{x — a)''' dx

les diverses intégrales définies qui entrent dans l'expression

des indices de périodicité de la fonction inverse, multipliées

chacune par une constante arbitraire.

De là résulteraient facilement, entre autres choses, des théo-

rèmes analogues à l'équation de Legendre entre les fonctions ellip-

liques complètes de première et de seconde espèce, à modules

complémentaires; relation déjà généralisée par divers géo-

mètres ('). Mais je ne veux pas m'étendre plus longuement sur ce

sujet, qui, du reste, donne lieu à de nombreuses conséquences,

que je développerai dans une autre occasion.

(') Voyez, par exemple, un Mémoire de M. Catalan, couronne par fAcadémie
de Bruxelles.

— » a » ia>



PRINCIPAUX THÉORÈMES

Dl£

L'ANALYSE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

Extrait d»;? Mémoires de la Société royale des Sciences,

Lettres et Arts de Nancy, i845-

I.

Les rccliercliL'S ([iic j in 1 hoiiueiir de préscnlcr à la Sociélc uni

|)our biil d'établir les principaux théorèmes de l'analyse des

lonclions elliptiques, ])ar une méthode nouvelle qui repose princi-

palement sur l'intégration de l'équation aux diflerentielles partielles

(lu phénomène des cordes vibrantes. Dans la marche (pu' nous

allons sui\re. on \<'rra s'ollnr hml d abord eoninie un ('ii'iiirnl

essentiel du calcul la Iranscendanlc remarcpiablc an inoven de

lafpielle les Irois espèces de fondions elliptiques s t'xpnment ana-

lyti(iueiuenl de la manière la pins simple. Les propriétés diverses

et caraclc'risl i(pies de ces fonctions s'ollriront naturellenu'ul comme

c()iis(''(pu'iu'es de modes divers d'expressions |)ar une (juanlit»'-

iinitpuî, et nous relrouverons par cette marche en cpiebpie sorte

svullH'ticpn" les prcniK'rs rc>ullal> ipii ont >er\i dans I online df

l'oudemeiit à toute la théorie, et auxquels on s est arrêté loiii;tem|is

axant d arri\erau\ niées j)lus générales.

II.

Soit
1

(I) A(.r ) = (i H- acr^-f- .r*)*,

(• étant mil' conslaiilc ipie l'on supposera, si l'on \(Mit. plus petili'
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(|ii(' 1 iiiiiU'; (.oiisit^lL'ruMS la loiulioii de Iroisièmc espèce

(•2) -= / )

Jq <^ — «) ^X

OÙ a iU''si|^iie le j)araiiièlre. Kii cliflV'icnlianL j)ar rap|)Orl à (t^ on

lroii\era

^/,- r'' i{x — a){a^+ca)-r- \-^a
(i) A(rt)-p — / ;^

-— </./
;

mais oïl a ideiili(jiu'ni('nt

./ A./-

,
—,

— (-^ — a ) - \r
,

<i A.r fl.r -Kx — a)(cx-^-x-^) — A-.r

dx X — a {x — a)- {x — a)'- Ix '

d où m inléijraiil

,^^ ^{x) f' -iix — a)(cx-\-x^) — A-ar ,

(5) -= /
~ -—-- — <:/jr-l-consl.

X — ^ . ( -^ — a}'- \x

La conslanlc se détermine en faisant x^^o, et Ion trouve ainsi

AC.r) r-
(<'> = /X — a J (.?•— a y- A.r

\(x) f"' -iix — a)(c.r -(- j-3
)
— A-.r , i— — dx

Ajoiilaiil membre à membre avec Téquation (3), il vient

,Iz A/-
A,/ -,

(lit X— a

{' 'xi X-— a-)(x'-— ax-^a:--\-c)— (x"-— a-)('.r'-i- a- — o c) , i—
I

(Ix ,

J^ {x — a)- A.X a

et en réduisant

dz- Ar /"
(
x-— a'-)dr i

(7) ^"7^-^ =/ r-^da X — a .1 A.r a

On voit que dans ce résultat il nentre plus la fonction plus com-

pliquée de troisième espèce, de laquelle nous sommes partis.

D'ailleurs, en diflérentiant de nouveau par rapport à a, il vient

d dz Aj" f ' dx I

-7— Aa -, r- = — ia
\

i ,

du do (.r — a)- J \x a-

II. - I. 5
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mais il est visible que

\a

d'où

dx {X— a)^x'

dz Aa
\x —r- =

dx X — a

et diiTérenlianL encore par rapport à x^ il vient

'^ ^Xx'^\=- '"

dx \ ' dx ] (x — « J'-

De là se conclut immédiatement le résultat remarquable exprimé

par l'équation difTérentielle partielle

dz\d / dz\ d I fiz \ I

'^ ^''^î7,\^%u,)-''^d-x\;'^d-x)--''''''i
dx \a

\x a-

Ici nous nous trouvons naturellement conduit à prendre pour

variables indépendantes, au lieu de Jc el a, les arguments aet ç des

fonctions inverses définies par les égalités

«^0 •

" da
la

et nous poserons, d'api^ès cela,

X = A{ç), a = X(a).

Alors l'é(juation (8) prend la forme plus sim|de

d- z d-

z

\a

d'J.^ a;^ a-

On [)cut aisément faire disparaître le second membre en posant

A et \\ élant des fonctions de a, indépendantes de la variable \.

Il n'j a (pi'à faire

-—- = 'la \a.
dx- d:L-^

OU

Aa

1%

K=f a^d.. B=y^
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<•! il vient cnoclivcmcnl

rfUJ _ d^V _

co qui est, comme on sail, l'équation de laquelle d'Alembert a tiré

la loi do mouvement de vibration d'une eorde flexible, écartée

très peu de sa position d'écpiilibre.

TTT.

Kn désignant par F et <I> deux fonctions arbitraires, l'intégrale

générale de l'équation précédente est

U = F(a + + *(a-0-

Pour déterminer les deux fonctions arbitraires, observons

qu'ayant

r '' \a dx > C . , rd^
.'0 Kx — a)t>.x J J a

à cause de

on peut écrire

on aura donc

d'où, en différentiant par rapport à ç,

F'(a-+-;)-'i''(«-;)= -^^ + fa'-dy..
.1- — a J

Faisons maintenant dans les deux équations qui précèdent ^ = o
;

ou trouve

Art r
F'(a) — *'(a) = a"- dx.

Ce sont ces deux équations qui vont nous servir pour déterminer
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les fonctions arbitraires; [)Osons, sui\anl 1 usage,

E(a) = / a- d'x,

Z(a)= f\l{oL)d'x,

on obtiendra en intégrant la dernière

F(a)_<I.(2) = Z(a)-log«.

D'ailleurs on trouve aisément

r (11. 1 ^ Art — ( ( -f- ca2 )

J a ! ^ a-

On en conclut les expressions suivantes :

17/ V -7/ >
1

I

Art — h -^ ca"-)

2 <I> ( a ; = — Z{x } -. 1 o g [ Aa — ( i -f - ca-)].

IV.

Les conséquences des résultats qu on vient d obtenir embrassent

les points les plus importants de la tliéorie des fonctions elliptiques.

Parmi ces conséquences on doit surtout distinguer celles qui sont

relatives à l'établissement de formules par lesquelles la fonction

inverse A (.r+r), relative à la somme de deux arguments, s'exprime

en \x et Aj'. Ce sont aussi ces formules, en (piebpie sorte élémen-

taires, que je vais établir en premier lieu.

Pour abréger Técrlture, on désignera dans tout ce qui va suivre

par A; ce (pie devient A.r quand on v remplace .v par a(c); cela

posé-, reprenons ré(pialion

l'.n dillérenliant |>ar rapport à H. on a
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Soil r.iil succcssivonn'iii

puis rclranclioas mcnibre à membre, il viendra

Aa Aa

l{T-hy) — l(ci}
~ 'l{x—y)— 'k(a)

= V'(x -hy -f- a) — F'(j7 — y -h- a) ^- <I>'(a — x -h y) — *'(a — x — y).

La première parlie du second membre, savoir

F'{x •*- y-\- a) — F'( X—y -i- a)

esl une fonction symétrique de x et de a. Or je dis qu'il en est de

même de la seconde. En effet, on voit ("acilement, d'après l'expres-

sion obtenue plus liant de ^f*(a), que sa dérivée est une fonction

impaire, et si l'on j)ermute x el a, dans

*'(a — .r-Hj) — *'(a — .r —y),
il vient

*'(.r — y. -^ y) — 't>' (x — a — y)
OU bien

<!>'('/ — j.--i-j') — *'(a— x—y),

|)uisque ^' est impaire.

L'expression ,— ^-—- — —. =—-- étant ainsi sy-
1 A(.r-f-7)— A(a) A(j-— JK) — X(a) ^

mélri([ue par rapport à x et a, on a l'égalité

Aa Aa

l{x-hy) — l{oc) l(x—y) — l{:i)

A.r \x
~ À(a-t-7) — X(.r) À<,3:— 7) — X(:r)'

Soit lait a = o ; il viendra Aa = i et par suite

1 I A >^- \x i/y A.r

l(x -\-y) l{.r — y )
^ \y — \.r \y -i- Ix

~~
A -y — l'x

Si dans cette équation on permute x et y, il vient

I I 2X.r Aî-

'k{.r-hy) ' À(.r

—

y) A'-y — A'x

On en déduit, en ajoutant et retranchant membre à membre etdivi-
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.

sanl par 2

i "Xy ùkX — X.r \y

I _ X^ \x -+- \x \y
\{x —y) ~ ""

'^l'^y — l'^-x '

En prcnanL les inverses el chassant les radicaux du dénomina-

leur, il vient définitivement

. , , \x l^Y -+- ^V Aa:

^ , , )>a7 Ay— Xy Ar

Une vérification immédiate de ces deux résultats s'obtient en

faisant

c = i et Xar=tan£;.r, \{x)=. —

>

co^^x

et il vient en supprimant un facteur commun aux deux termes des

fractions

tang(a7+jK) =

lang(a7— j-) =

I — tang:r lang^

tangar — tangjK

I + langa' tang^

ce qui est bien les formules connues relatives aux tangentes.

Dans une autre circonstance, j'aurai l'honneur d'oftVir à la

Société la suite de ces recherches et le dévelopj)ement des prin-

cipales conséquences, auxquelles donnent lieu les résultais i|ue je

viens d'exposer.



NOTE

LA TIIÉOIUE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES,

Cambridge and Dublin Mathematical Journal, l. III; 1848.

J'ai lu avec le plus vif intéx'êt le beau travail de M. Cajlej, qui

a réussi à faire découler toute la théorie des fonctions elliptiques

de la considération délicate des produits infinis doubles. J'avais

découvert de mon côté le point de vue suivant, plus voisin peut-

être encore de l'idée fondamentale de la double périodicité dans

les fonctions analytiques.

En désignant par

2 m
«,,,<? " et

les expressions générales de deux fonctions périodiques simples,

dont la période est «, assujetties d'une manière essentielle ^à la

condition d'être toujours convergentes pour toutes les valeurs

réelles ou imaginaires de x, je me suis proposé de déterminer am
et b,n de telle manière que le quotient

IT. I-

2 m

iTZx

S b,„ e

idmette une autre période b. En posant q^^e ". cela conduit

à l'égalité
/7t r

,1in f> a

m.r tTZ.r
„ , 2/;i , 1/11

I.b,ne " ^bniq'-'"e
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Chassant les dénoniiiialcurs, on trouve pour les coefficienl-^

d'une même exponentielle e ' "
, dans le premier membre et

dans le second, respectivement les deux séries

/«=: + »

^ Onih,j.-nifl'- '^^'""^ et 2^ Omb.j,

Or, la manière la plus simple d'arriver à les rendre «-gales

consiste à les rendre identiques, en sorte qu'un terme quelconque

de l'une, tel que rt,„6a w^-*!^"'"^ ait son égal aub„__„'i'-" dans

l'autre.

Faisons donc, et cela pour toute valeur de lentier 'x.

am &u. m']- 'P--'"' - n„ />„._„ (72",

et concevons que n soit exprimé en ni de manière à produire la

série des nombres entiers, lorsque m prend lui-même toutes ses

valeurs. On réalisera cette circonstance en prenant n = m 4- />"•

k étant un entier quelconque: l'équation précédente pourra alors

s'écrire

7 — 7 V '

'

et comme m. est quelconque, si l'on l'ail |ji. — m — k =^ m' . m' sera

un nombre entier variable entièrement indépendant de /»;oril

vient ainsi

,-iim+k) b.q-iun^hi — q-

Sous celle forme, on voit que cha<pie memlu-e est une quanlilt-

constante, ce qui conduit aux égalités

-^"^"^ q-i('n^-A) ^ const. _i"'_ ^-i./« + ^' = consl.
f /« + /. t>,„ -,- /.

Donc a„, et b,,/ di-peudent de la même ('(piation

_"'" q-Hm + A)— consl.
^m -H A-

qu'on peut encore écrire sous la forme

z,„= ;,„ + ^.
<7îi"' + A' + x.
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(Ml ( li.ini^ciiiil «If coiislaiilf, la soliilion grrK'ralf est

m'
;— Xin

la luiulion II (/«) étant assujettie à la comlition sui\ante:

W{m -f- k) -= n(w).

Nous voici donc arrivés à celle forme analytique dune fonc-

tion ^{-v) aux périodes a clb, savoir

/H- /7Î >•

Xm 2 m
^, , I.n( m)f/ ' e

"- / III- I ,c •

yL<P(m)q

où la condition de conxergence prouve iiniiiediatement f[ue, en

supposant

a

le nombre entier A" doit être du signe de co', sa valeur absolue reste

d'ailleurs arbitraire. En désignant par 0(x) le numérateur ou le

dénominateur, on trouvera ensuite

— -î-r+ a-a)/.)
e(x-!-rt) = e(.r), ê(.r-^ b) = e{.T)e " '

et de ces équations qui ne comportent d arbitraire que la fonction

périodique n(/«) se déduisent toutes les propriétés caractéris-

tiques des fonctions elliptiques, sans qu'il soit nécessaire pour

cela d'établir, préalablement, l'équation différentielle, tous les

résultats déjà connus pouvant se démontrer indépendamment les

uns des autres.



SUR LA THÉORIE

DES

FONCTIONS ELLIPTIQUES.

Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences.

Tome XXIX, iSlç).

La théorie des fondions elliptiques que j'ai l'honneur de jiré-

senter à l'Académie repose principalement sur quelques propo-

sitions que M. Cauchj a déduites de la considération des intégrales

prises entre des limites imaginaires. Le véritahle sens analytique

de ces expressions a été donné, comme on le sait, pour la pre-

mière fois, par le grand géomètre. Ses découvertes, à ce sujet,

onL été l'origine du calcul des résidus, qui renferme les principes

les plus étendus qu'on possède pour l'élude des fonctions dune
variahle. Les recherches présentes montreront une nouvelle appli-

cation de ces principes, et il ne sera peut-être pas sans intérêt de

rapprocher les méthodes dues aux illustres fontlaleurs de la théorie

des fonctions elliptiques, de celles dont jai trouvé l'origine dans

les travaux de M. Cauchj.
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KAIM'OUT Sl'K UN MKMOIIŒ PRKSENTÉ l'AU M. IIKIIMITI':

ET RELATIF AUX

FONCTIONS A DOUBLE PÉHIODE ('),

Par A. Cauciiy.

Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences,

Tome XXXII, i8)i.

Le Mémoire dont nous allons rendre compte a j)oiir objet |)rin-

cipal la détermination générale de celles des fonctions à doid)le

])ériode qui ne cessent jamais d'être continues tant fju'elles restent

finies. Pour faire mieux saisir la pensée de l'Auteur, il convient

de jeter d'abord un coup d'œil rapide sur la nature et les propriétés

caractéristiques des fonctions à double période.

Supposons que, x^ y étant les coordonnées rectangulaires ou

obliques d'un point mobile Z, on trace dans le plan des x, y un

|)arallélogranime ABCD, dont les côtés «, b soient parallèles, le

premier à l'axe des x, le second à l'axe des j^. Divisons d'ailleurs

le plan des x, y par deux systèmes de droites équidistantes et

parallèles aux axes en une infinité d'éléments tous pareils au paral-

lélogramme ABCD. Enfin soit v une fonction de x, y, qui offre

une valeur déterminée pour chacun des systèmes de valeurs de

x,y propres à représenter les coordonnées de points situés dans

l'intérieur de ce parallélogramme. Une autre fonction u, qui, pour

chacun des systèmes dont il s'agit, coïnciderait a\ec la fonction v,

sera ce qu'on doit naturellement appeler une fonclion à double

période, si elle ne varie pas, quand on fait croître ou décroître

l'abscisse x d'un multiple de «, ou l'ordonnée y d'un multiple

de 6; et il est clair que, dans ce cas, u reprendra la même valeur

quand on substituera aux coordonnées d'un point situé dans le

parallélogramme ABCD les coordonnées d'un point homologue

situé de la même manière dans l'un des autres parallélogrammes

(') Le Mémoire d'Hermite annoncé par la Note précédente n'ayant jamais été

publié et ayant disparu des archives de l'Académie, nous croyons devoir réim-

primer le Rapport de CaucIiy sur ce travail. E. P.
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élémcMilaircs. Si d'ailleurs on veut f(iio la fonclioii // satisfasse à la

condition (le reslcr toujours continue, tuil (jii elle ne deviendra

j)as infinie, il ne suffira pas que celte condition se trouve remj)lie,

quand le point Z sera intérieur au parallélogramme; il sera encore

nécessaire que 11 reprenne la même valeur quand, après avoir

placé le |)oint Z sur l'un des côtés du parallélogramme, on le trans-

portera sur le coté opposé, en lui faisant décrire une droite

parallèle à l'un des axes coordonnés.

Ajoulons (pie, si la fonction //, sii|)posée doublement périodique,

est assujettie à la seule condition de rester finie et continue tant

que le point Z est renfermé dans l'intérieur du parallélogramme

ABCD, on pourra généralement la développer en une série double

ordonnée suixant les puissances ascendantes et descendantes des

exponentielles

les valeurs de a. ê étant

•X-

Sup|)osons maintenant que, les coordoniK-es .r, j' étant rectan-

gulaires, on nomme z une variable imaginaire liée aux variables .r,i*

par la formule
z ^^ X -^ ri.

r.,a position du |)i»int mobile Z sera complètement détermin(''(^ par

la coordonnée lni<i^uiaire z, et, pour que u soit fonction de
j:',J',

il suffira que a soit fonction de ;;. D'ailleurs, pour que la fonction

de :;, désignée par 11, soit doublement périodique, il suffira quelle

repi'eniic la iii('iiie\al('Ui" (pi, nul le point Z, suppost' d abord intt'--

rieur au rectangle AliCD, ira prendre la place de lun (pieleonque

des points homologues situés dans les autres n^ctangles élémen-

taires: end autres termes, il suffira (pie // repremie la même \aleur

(piand on (era croître ou décroître 3 d'un muilipje de ^7. ou d'un

miilliple de />/ ; cl cette condition poiiria Ion joui'-~ tMre remplie.

'pielli' (pie soil la lorme de la foiiclioiw/ pour le> points inlt'-rieiirs

au icclangle ABCD.
Ce n est pas tout : on |)ouiia. aux deux périodes (7 et />/. sup-

posées lune réelle, laiilre imaginaire, substituer deux périodes

llnal;lnaile-^ as^ii|ellies à la seule eondllion ipie leur rapport ne

soit pas r(''el. Cela posi-, concex ()n'^ cpie Ton doigne par </. A, non
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|)lii> deux i|ii;iiilil(''s rH-cllcs. iii;iis deux cxijressioiis iiiiii^iiiiiiros,

tldiil le i;i|i|)(irl ne soil |t;is rrcl. l'oiii (|iic « soil mu- |'uiicli(jn de ^

doiiMcliiciil ijcnodifiiic. Il siilliia (|uc // ne varie |jas, (|iiand on fera

( rt)ilr(' ou décroître z d un niulliple de a ou d'un inulliple de 0.

Alors aussi a, b pourront être censés représenter en grandeur et en

diiiM'Iion les cot('s d'un parallcdo^iaiiiiiic ('lé'iiiculaii-c AI5CD, et la

lonclion // sera entièrenienl connue, «piand on la connaîtra |)our

cliacune des \aleurs de ; correspondantes aux points situés dans

linlérieui' de ic |»arall(''loi;raninie.

D'après ce qu'on vient de dire, il est clair que, si a et b repré-

sentent les deux jiériodes de la variable :; dans une fonction dou-

l)lcment périodique «, la valeur de u correspondante au cas où le

|>.oinl mobile Z reste compris dans l'intérieur d'un parallélogramme

élémentaire ABCD pourra être choisie arbitrairement. Si d'ailleurs

cette valeur, arbitrairement attribuée à u, est toujours finie et

continue dans l'intérieur du [larallélogramme, on ])ourra, d(; for-

mules déjà connues, déduire l'exjjression analytique générale,

propre à re|)résenter la valeur de la fonction u supposée double-

ment périodique, quelle que soit la valeur attribuée à la variable z.

La fonction ?/, supposée doublement périodique, ne pourra plus

être choisie arbitrairement pour les valeurs de z correspondantes

aux divers points d'un parallélogramme élémentaire, si elle est

assujettie à la condition de rester continue avec sa dérivée, ])0ur

des valeurs quelconcpies de z, tant qu'elle ne devient pas infinie.

Cette condition sex^a remplie, par exemple si u est l'une des fonc-

tions elliptiques, ou même une fonction rationnelle de ces fonctions.

Mais il importait de savoir quelle est la forme la plus générale que

puisse prendre une fonction doublement périodique, quand on

l'assujettit à la condition énoncée. Telle est l'importante question

que M. Hermite s'est proposé de résoudre. La solution qu'il en a

donnée s'appuie sur des propositions remarquables, déduites en

grande partie des principes établis par l'un de nous dans divers

Mémoires, et spécialement dans le Tome II des Exercices de

Maihcma tiques. Entrons à ce sujet dans quelques détails.

La variable imaginaire z étant censée représenter les coordonnées

imaginaires d'un point mobile Z, désignons par ¥{z) une fonction

doublement périodique de z, qui reste continue avec sa dérivée,

tant qu'elle ne devient pas infinie; et soient <7, b les deux périodes
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de :; assujetties à la seule condition (jue leur rapport r ne soit pa>

réel. Les (luatre points
A, B, C, D,

dont les coordonnées imatïinaires seront

z, z ~ a, z -r- b, z-ha-^b.

coïncideront avec les quatre sommets d'un parallélogramme élé-

mentaire ABCD, dont les côtés seront représentés, non seulement

en grandeur, mais encore en direction, par les deux constantes «, b;

et, si l'on pose
1^ = z ~ at -^ bt',

/, t' étant deux variables réelles, les valeurs de ^, corresj)ondantes

à des valeurs de t, t' comprises entre les limites o, i, représente-

ront les coordonnées imaginaires de points renfermés dans le paral-

lélogramme élémentaire ABCD. Le binôme z + at, en particulier,

représentera les coordonnées imaginaires d'un point situé sur la

droite AB; et si. pour tous les points de cette droite, la fonction

de z el àe t représentée par F(:; -H at) conserve une valeur finie,

cette fonction, qui ne varie pas quand on y fait croître ou décroître t

d'un nombre entier quelconque, pourra être développée suivant

les puissances ascendantes et descendantes de l'exponentielle

Soit A,„ le coefficient de la /;?""""" puissance tic celte exponentielle

dans le développement de F(ô H- a/), ni étant positif ou négatif,

mais entier. On aura

A,„ = / e- -'"'•'' V{z -f- at ) dt

ou, ce fpii revient au même,
..I

A,„= / 11! j — at)dt.

la valeur de n(Q étant

et

2 i»f 71 ( ;—, 1
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par cons(''(|ii(iil

lit ^Z 00

D'ailleurs, la nouvrllc fonction, désignée ici par n(!^), ne variera

pas ([uand on y fera croître X^ de rt, et vérifiera évidenimenl la

condition

(3) \\{l-^b^ = q--"ni(X),

la valeur de fj élanl
jZh

.

7 = e " '

.

Knlin, si l'on suppose que la sommation indiquée par le signe >

s'étende seulement aux diverses valeurs positives ou négativesde m.

la valeur m = o étant exclue, alors, à la place de la formule (a),

on obtiendra la suivante

in:zz— X

la valeur de Aq étant

(5) Ao= r F(z^at)dt.
•

D'autre part, si l'on désigne par /{z) une fonction de :; <jui

demeure continue avec sadérivée, tant qu'elle reste finie
;
par(P, Q)

la \alour de l'intégrale rectiligne

J"/iz)dz,

étendue à tous les points de la droite qui a pour origine le point 1'

et pour extrémité le point Q; par S l'aire du parallélogramme

élémentaire ABCD ; enfin, par (S) l'intégrale / /{Z)d'^, étendue à

tous les points situés sur le contour de ce parallélogramme, on aura,

non seulement

et, par suite,

(6) (S) = (A,B)-4-(B,D)-(C,D)-(A,G),

mais encore

(7) (S) = '.t:/^[/(Çi],
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le signe ^ (Haiil relatif aux seules valeurs de "C (jui repn^seuleroiil

les coordonnées de points renleraiés dans le jjarallélogramine élé-

mentaire A13CD. Cela posé, comme, en réduisant /(:;) à la fonction

doublement périodique F(-), on aura évidemment

(B, D) = (A,G;
et, par suite,

(S) = o.

la luj'inule (^) donncr.i

(8) ^[F(;;l:-o.

Si, au contraire, on remplace /"(:;) par !!(:;), alors, en ayant égard

à la formule (3), on trouvera

(B,D) = (A,C), (G, D)-<7-i'"(.V, B),

et, comme on auia

(A, B)^ f na)d-: = a\„,.

on tirera des formules (6) et (7)

I

par consécpient,

(S)=:a(i-q-^-"')\,„=.>.-in^(t);

(y) A,
a I — 7

11 résulte immédiatement de celle formule, jointe à r«''(prilion [.l).

que, si, en attribuant à z une valeur de la forme (it -\- Of'. et

à /, /' des valeurs réelles donl la seconde rcsle comprise enlre lr>

limites o, i , on pose

(,o) 0(3)=;^ 7=^.
a

r
(jii aura

(II) V{z) = A„+ -^ ^(i{z -f- ^ _ r »i F, r ,]

.

le signe I étant relatif aux seules valeurs I^,, v.'< •••' ^(i 'b- 1;

variable C q*'' vc'rilieronl lécpiation
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Cl roprcscnlcroat les coordonnées de poinls renfermés dans l'inlc-

riciir du parallclogrammo élémcnlairo ABCD. D'ailleurs, on tirera

de {'('([ualion (i(>), en v reinplaranl /n |)ar — ///.

(i3) (Uz}-^—0(b — z).

Supposons mainlenanl <pie les valeurs de

^ = •: -4- rtf -i- Ot',

tlésii^nées par Z,, wo, . . . , i^^, se trouvent rangées d'après l'ordre de

grandeur des valeurs correspondantes de t' . Soient, d'ailleurs,

Z], Z2, • • . , Zu.

les poinls dont ^1, sa, . .
.

, uy, représentent les coordonnées imagi-

naires. Si, dans le second membre de la formule (i i), on attribue

à ; un accroissement A:: tclleinent choisi, que le point A' corres-

pondant à la coordonnée imaginaire z- -r- à,z soit renfermé dans

linléiùeur de la bande comprise entre la droite AB et la parallèle

menée à cette droite par le point Z,, le terme

Ly— / F(z -h at)dt

ne variera pas ; mais, si le point A' vient à franchir cette parallèle,

le terme Aq prendra un accroissement qui se déduira sans peine des

formules (6), (^), et dont la valeur sera

le signe P se rapportant à la seule valeur "^^ de la variable ^. Dans

la même hypothèse, l'expression

que renferme le second membre de la formule (ii\ se trouvera

évidemment diminuée du terme correspondant à la valeur Ç, de "Ç,

et augmentée du terme correspondant à la valeur ^i 4- ^- Cela j)osé,

il est clair que, si l'on assujettit ^{z) à vérifier généralement la

condition

(i4) ^z-^b) = ^{z)-i,
n. — I. 6
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l:i forniulc (il) pourra «}lre élcnduo au cas où le signe T serait

rclalif aux valeurs de (!^ ([ui représenteraient les coordonnées de

j)oints renfermés, non plus dans le parallélogramme élémen-

taire ABGD, mais dans le parallélogramme semblable A'B'C'D'

avec lequel on peut faire coïncider le premier en transportant les

cotés parallèlement à eux-mêmes, et substituant au sommet A le

sommet A'. l\ir suite aussi, on pourra, en supposant le terme Ao

réduit à une constante dans la formule (i i ), admellre que. dans

cette formule, le signe r se rapporte aux seules valeurs de ^ qui

vérilient l'équation (i'^), et sont d(; la forme

(i5) ^ = af -i- bt',

/, l' étant des variables réelles comprises entre les limites o, i.

En vertu de la formule (ii), considérée sous ce point de vue,

toute fonction de ^ qui, étant doublement |)ériodique, reste continue

avec sa dérivée tant (ju'elle ne devient j)as infinie, se réduit à la

somme d'un certain nombre de termes, dont cliacun est propor-

tionnel à une fonction de la forme

z-i étant une valeur particulière de z, ou bien encore à 1 une îles

dérivées de cette même fonction difierentiée par rapport à c. Tel

est le tliéorème fondamental obtenu par iM. Hermite. Ajoutons (|ue

la fonction désignée ici par O(^) a évidemment pour dérivée une

fonction doublement ])ériodi([ue de z. Si l'on désigne par o{z) cette

dérivée, la fonction 'j(c) restera continue, aussi bien (|ue 0( c\ tant

qu'elle ne deviendra pas infinie, et, par suite, rien nempèeliera de

j)rendre pour F(5), dans la formule (^i i), ou la l'onction '-p(; K ou

une fonction rationnelle de
'f
(^). En réduisant ell'eclivemrnl F(r)

au carré de '-s (s), M. Hermite obtient une équation (pii sert à exj)ri-

mer ce carre' en fonction linéaire de o[z) et de cp"(c); il en conclut

aisément (pir le carré de o (^z) est proportionnel au prt»duit de^

trois lactcnis

o( z)— cp(-l, 0[Z) — ol-l, o( z) — o( 1 »

et l.t Ir.iiixc 11(1,1 11 le 0( r- )
>(• lrou\ c ;iiii>i raiiieiice aux loinlioii> cllip-

liipics. l'ai' suite aussi Ton piMit réduire à une (onction rationnelle
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de liiiiclioiis t'lli|)l ii|ii('> loiilc loiiclion (IdiiIiIciiiciiI |)('>i'iO(]ii|iii- (lui

rcsle toujours coiiliiuic avec sa (U'Tivéc, laiil ([ii'elle ne tlc\iciil ])as

infinie (' ).

En partanl des loiinules (|ue nous avons rappelées, et siihsliLuaiil

aii\ pt'riodes f/, h les auUes périodes (ju'on peut inlrodiiire dans le

calcul, en déplaçant les sommets du parallélogramme élémen-

taire ABCD, M. Hermite obtient successivement sous diverses

formes la \al(;urdela transcendante 'î(-). D'ailleurs, la comparaison

des diverses formes sous lesquelles se présente 0(s), et de ses divers

développements, permet à l'auteur d'établir un grand nombre de

propositions nouvelles. L'une de ces propositions, très digne de

remarque, est relative à l'intervalle dans lequel reste convergente la

série (pii représente le développement de la fonction ^{z) (-).

En résumé, les Commissaires pensent que, dans le ti'avail soumis

à leur examen, M. Hermite a donné de nouvelles preuves de la saga-

cité qu'il avait déjà montrée dans de précédentes recherches. Ils

pensent que ce travail est très digne d'être approuvé par l'Académie,

et inséré dans le recueil des Mémoires des Savants étrangers.

(') Déjà, en i84(, M- I^iouville avait oblenu, par une méthode très différente de

celle qu'a suivie M. Hermite, et avait énoncé, en présence de ce dernier, la réduc-

tion ici indiquée.

(-) M. Hermite, après avoir fixé l'intervalle dans lequel le développement de la

transcendante 6(-) demeure convergent, prouve que, dans le cas où cet intervalle

atteint sa valeur maximum, le rapport eulre cet intervalle et le plus petit côté d'un

parallélogramme élémentaire ne peut s'abaisser au-dessous de i/t- M. Jacobi,

dans une Lettre adressée à M. Hermite, avait énoncé une proposition qui coïncide

avec ce théorème, et qui s'appliquait à la transcendante 9(-).



NOTE

SLR

LA RÉDUCTION DES FONCTIONS HOMOGÈNES

A COEFFICIEXTS EXTIERS ET A DEUX INDETERMINEES.

Journal fur die reine und angewandte Mathematik,

Tome XXXVI; 1848.

Soit

la forme proposée; nommons

«1, a.,, a3, . . ., a„

les racines, supposées d'abord toutes réelles, de l'érpiation

A^:" -i- Biî'f-i -H G^«-2 +. . .H- K :; -f- L = o;

je définirai le déterminant de /{y^jX) la plus petite des valeur:

<|ue peut prendre l'expression

D-A
"]

(A,A,...A„)i

lorsque les cpiantités A,, Ao, .... A.,^ |ireuneul loules les valeurs

(('•(Iles et positives depuis zéro jus(pi à I inlini. Va d'abord un Ici

niiuiinuiu (^\isle loujonrs, comuu^ (Ui le reconnaît aiséiueul: |>osanl

donc les écpialions

dD
c/A,

dB
(/A.,

dH

I
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on est assuré fl'avnncc qu'elles seront satisfaites, au moins par un

sjslènic (le (h'-lcriiiinalioiis réelles et [)()silives de A, , Ao, ..., A,,.

Ces é(|uati(jns (.ie\ iciiiicnl, en |)renant

1 1

. r/A d\ d\
(i) 9.A = «A, ---, •2A = /iA2-7— j •••? 9. A — «A,,-—— ,

</Ai riAi c/A„

et, à proprement parler, elles ne contiennent que les rapports

—^j -7 etc. Leur somme d'ailleurs donne l'identité
Al A,

(l\ fil f/\
2A = A, -^ -I- A., --}-... -4- A„-—.

riAi riA> riA,j

Cette définition du déterminant pour une forme /{y, x) de degré

quelconque comprend, comme il est aisé de le voir, le cas })arti-

culier des formes quadratiques; mais, en passant aux valeurs sui-

vantes de «, la détermination de D, en fonction des coefficients A,

B, ..., Lj exige la résolution d'équations algébi'iques de degré de

plus en plus élevé, et dont voici le caractère essentiel. Représen-

tons en général leur premier membre par

F(D, A, B, C, ..., K, L),

le coefficient de la plus haute puissance de D étant l'unité, je dis

qu'il ne changera pas de valeur, si l'on y remplace respectivement

A, B, C, ..., K, L

par les coefficients

A', B', C, ..., K', L'

de la transformée

/(mj'-h m<>x', iiy'-v- n^ x' ) =/i(jk', x')

= A'y« -I- B'x'y'"-^ + . . . -1- K'jr'«-ijK'-r- L'j-'",

les entiers m, /«"
; /?, n^ étant soumis à la condition

miV^ — nm^ = lir i

.

Pour le faire voir, soit

f{y, x) = k{y — 'Xix) {y — rt^x) . . .{y— :i.aX)
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en posani

a,- = m — n a,-

(in aura

/i(y, ^') = A'(y- :i\x') {/— n.'.^x' ) . . .(
y'— :t'„x')

et

A' = A ( m — n aj ) ( /n — n a, ) . . . ( m — n a„ ).

Or si l'on siil)sliUie, dans 1rs équations (i), a^ à a/ pour obtenir

les valeurs des quantités A relatives au déterminant de la nouvelle

forme y, (y', x'), comme les différences a|- — a' deviennent

( m — n -jLi ) { m — // ay
)

on voit immédiatement que cela revient à jirendre pour inconnue.

A- .

en ffénéral, ' au lieu de A,; donc, par cette sul)->tilulion,° (m — n<Xi)- i

A,. Ao A„ deviennent simplement, à un facteur constant près,

{m — /t3:i)-Ai, (ni — naj^-Ai,

Soit ). ce facteur indéterminé; il en résulte que, par la substitu-

tion de a', à a,-, A = ^^ 15 A, Ay (a/ — ay)- se change en /.-A. mais la

valeur de D reste absohiment la même, le produit

» - "

A- (m — noii){/n — n a., ) . . . ( ni — n x„ )

disparaissant comme fadeur conimuu au numérateur et au déno-

minateur, d'après la valeur ci-dessus de A'. Ainsi, les deux équa-

tions en D, (pii sont relatives à la forme proposée et à sa trans-

formée, ont les mêmes racines, et sont par conséquent identiques.

Voici maintenant quelques exemples du cabMil de D :

1° /?, = 3,

/(y, x) = \y^ -+- Bj-x -t- Cyx- -+- Dx^.

On trouve

A = AiAoCai— a(î)2 + A,A3(ai— aj)^ -h A.,A3(a2 — 0L3)-,

et les équations (i") (Unic^nnenl

9.A = 3A,fA.,(>,-a,)2-i- A3(x, -ot, )î|,

^.A = 3A,[A,(a, — a,)î-^ Aj^a, — ^3)^],

9. A = 3A3[A,(a3 — a,)î-i- A5(a3 — Xjj^],
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<1 où Ion t iro

A,A3(a, — ^3)2 = A2A3(ai— 3:3)2, A.Aiia,— a, )2 = A3A,(a3 — a,;%

ou hirii

Aj ^ (g, -«3)2
^

A3 ^ (oti-ao)^
^

•^1 («2 — 23)-'
-î^l («2-- 3t3)"^

Soil donc

•^1 = (2^2 — 23)'-, A. = (a, — 23)2. A3 = (ai — x,)2;

on obliondra successivemenl

A =^ 3(a, - a2)2(a, — 0(3)2(23 — 2|)2,

A1A2A3 = (a, — a2)2(a2— a3)2(a3 — a,)2,

et, par suilo,

3

D = A ^- = |[27Ai(a,-a,)2(a2 — ^3)2(^3-2,)^]^
(A,A,A3)2

,,

=
j
27[B2C2— 4B-'D— 4C3A— 27A2D2-+-i8ABGDJJ^

9.° n= 4,

/(^, a;) = A^* -i- By^x -^ C^2_y2 _^_ D k-^' -i- Ea:*.

Il vient alors

A = 2A,[A2(ai — 0:2)2-^ A3 (a, — as )2 -1- Ai(a, — av)2],

A = 2A2[Ai(a2 — a,)--^ A3(a2 — ^3)- -^ ^U^i — ^v)-],

A = aA3[Ai(a3 — a,)2 -+- Ajfas — «2)2 + Ai( ^3 — 2^)2 j

,

A = 2A.[Ai(a. —ai)- -^ A2( a. — a2)2 — A3( a^ — a3)2]
;

on en déduit, par une combinaison facile.

Al A2( ^i — a2)2 = A3 A; ( 013 — 014)2,.

A2A3(a2 — a3 )2 = A; Ai (a; — ai)2.

Al A3 (ai — a3j2 = A2A4(>2 — a4)2,

OU bien encore

A^( xi — a2)2(ai — ai)2 = A^(a3 — a2)2(a3 — 2^)2,

Ai(a2 — a3)2(a2 — c!£i)2 = Aj( ai— a4)2 (aj — a3)2,

Ar(ai— a2)2(a4 — a3)2 = A-i(ai— 22)" (^^i — ^s)--
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Ainsi, nous prendrons

\\ = (aj — -Ji3)-(y.3 — at)2(ai — •x-y)-,

^l =(a3 — a4)2(ai — a,)2(a, — 23)2,

A^ = (ïi — a,)2(a, —3:2)2(2. — ai )2,

A? = (a, — a2)-('ao — a3;^(a3 — a, )2,

et pour avoir, comme la rpieslion l'exige, des délerminalions posi-

tives, nous supposons

ai>a2>a3>a,,
ce qui donnera

Al = — (7.2—y.3){'jL3 — a4)(a.. — ao I.

A, = — (aj — a.,) (a^ — -xi) (7.1 — a^),

A3 = — (a^ — xi ) (2) — 7..2) ( x^ — a;~),

Av = — ( y-i
— a,) (5!2 — ^3 ) (as — a, ).

Soit, pour abréger récinlure, Q le carré du produit des six diffé-

rences des racines prises deux à deux; on conclura de ce qui

précède (
'

) :

A.AoAaA. = Q,

A = ît>2 (ai — aajia, -a;),

r. A A
, .D = j = .\\{Ui — CC:i){7.i — ai).

(A,A,A3A;)2

La détermination de D, en fonction des coefficients de /(.)'. J:).

se ramène aisément à la résolution d'une équation ilu troisième

degré : en représentant par 4>(A, B, C, D, E) la fonction ration-

nelle et entière de ces coefficients qu'on obtient pour le produit

symétrique A*'Q, cette équation sera

D3— /,2D(C2— 3BD-^ 12 AE)— 434.2 =0,

et ses trois racines

i
A( a, — 7.3) yoLi — oti ),

4A(a2 — ai)(a3 — a^),

4A(a3 — aj) (a, — a;).

Voici luainlenant la méthode générale de réduction; ayant déler-

(') Nous corrigeons dans les lignes qui suivent quelques légères erreurs de
calcul sans aucune imiiortaDce pour la théorie générale. E. P.
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miné [);ir l;i iIk'oiic [)I(''(<'(I('uI(' les (|iiiinlil('s A, , Aj A,,, soil

y = my' -{- m'*x\

X = ny' -+- n'^ x'

,

lii suhslitiilloii proprt" à réduire la forme binaire

A,( K — %xx)- -^ l-iir — T-iX^- -^ . ..-+- A„C7 — a„ar)2,

(loni le (lélcrniin;inl iliangé de signe est la quantité désignée ci-

dessus [nir A, je dis (jue celle nièuie substitution effectuée dans la

forme proposée f{y, x) conduira à une transformée f\{y', oc'),

dont tous les coefficients auront des valeurs limitées qui dépen-

dront seulement du déterminant D et de l'exposant /?.

Soit

a =^Ai(m — Il ai)2-f.Ao(/n — n ao )- -t-. . .-f- A„( m — ii y-nY,

ao = A,(7?iO — /i'ia,)2 -t- Ao(/»o — /t^ao )2 -f-. . .-!- A,j(mo — ft"a„)"-;

d'après le caractère principal des formes binaires réduites, on aura

aao<
l
A,

ce qui donne, en supposant a <::ao, la limite a-<^^ A; or voici les

conséquences qui s'en déduisent : En premier lieu, le produit des

quantités positives

Ai(/?i — n'jiiY-, Aji'/?? — noc.,)-, ...,

/a N «

ne pouvant dépasser son maximum ( - 1 :. on aura

/ a \ "

Al Al. . .A,j (/n — nxi)'(rn — nx=i)-...( ni — ii7.,i)- <i {- \ •>

d'où Ton tire aisément
1 1

/ N -i " / ' \ ~ "

S.{m — nxi) (m — n ao ; . . . ( /« — nx„) <_ l - \ ( - ) D

.

Secondement, si l'on omet dans a le terme ^i(/n — nv-i)'-, en

raisonnant comme tout à l'heure, on trouvera

Al Ao . . . A;_i A.vi Aj+2 • • • A„ ( m — n%iy.. .{m — n olc^i f-

X{ni — n a/+i )"-...( /n — n%,i)-<
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multipliant membre avec l'inégalité A/i/n" — n^v-i)- <Cao et posant,

j)oiir abréger,

(ai) = (m — nv-i) (m — « xj ) . .
.
( m»— n'^Ui). . .( m— ni,i),

on obtiendra facilement

Ces deux conclusions auxquelles nous sommes arrivé démontrent

immédiatement la j)roposition annoncée; en effet, soit comme pré-

cédemment

fi(y, ^') = A'(j'— a', x') (y'— z\_x')...(/- a;,T'),

on aura
1 1

\' = X(m — noLi){m — ny..2). . .(m — nxn) < (-]' (^j D

et

^ no., -.no ^ _ A(^
J_ (^^f"' (if-D:

' m — ,17., A' ^\'\n — i/ \3j

ainsi, le nombre entier A', d"une |)arl. et toutes les quantités a',.

a.,, .... de l'autre, sont limitées; donc il en est de même encore de

tous les autres coefficients B', C, ..., L'. Entre autres relations

qu'on peut établir à cet égard, on doit remarquer la suivante, qui

fournil une limite du j)roduit des coefficients extrêmes, savoir

1

, \ '« / < "

"

Je vais maintenant considérer les formes /(y, ^). où les racines

de réquation/(c, i)sont en |)arlie réelles et en partie imaginaires;

nommons donc
^1, «2, ^3, ..., aji

les racines réelles, et

Q ,, . n ,, . o .,
pl) , I • J-i- i2- • • •• pv ,v

les divers couples de racines imaginaires conjuguées, tic sorte que

|ji -t- 2v = n;
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posons
(X. \l

1 1

V [J.

je définirai le déterminant de /(y, x) la plus pcllto des valeurs

rnic peut prendre ('expression

D =
,

,

(a,...a^.)-^(a;a',...Av)

lorsque les quantités A,, Ao, . . ., Ap^; A',, A',, A!, passent par toutes

les valeurs réelles et positives, depuis zéro jusqu'à l'infini. On ob-

tiendra alors, i^our le minimum cherché, les équations

(/\
. , r/A

, ,
dl

2A = /iA, -r-, i\=n\2-j—^ •-, 9.A = «A,;, -y—,

, d\ d\
, ,

. ^A
4A=.«a;^, 4A = .a,-^, ..., 4A = «A,—

,

et un raisonnement semblalde à celui qui a été employé ci-dessus

prouve que toutes les transformées /, (jk', -2^')? équivalentes à la

forme proposée, conduiront à la même équation pour déterminer D
en fonction de leurs coefficients.

D'après cela, je fais dans /(j', x) la substitution

y — niy' -^ ni^x',

X = ny' -\- îv' x'

propre à réduire la forme binaire quadratique

^\.{y— ^\xf -^ ^ï{y — ^^.^)- -^ ••-+- Au.(7 — au.^)2

-i-A\0'-?i:r)(j-Y,^r) + A',0'-3,.r)0--Y-r)+...

de déterminant — A, et je dis que tous les coefficients de la trans-

formée /, (y', .r') auront des valeurs finies, limitées seulement au
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moyen de D el des noinljics a. v. Soil

fdy\ x') = A (y— a', x'){y'— u.'.,x').. .(jk'— aj^a^')

X ^y— ?'i^')(7'— '^'i^')'(/— K^')

X (y— y'i
^'

) (j' — 72 ^'
J • • • ( JK'— y; x'

)

et

A' = A ( //î — n'-x\){m — 117.=^). . .{in — n 'x^y)

X (m — /i Yi ) ( "i — ii-i-i). . .{m — «Yv)-

On |)ourra comme précédemmenl faire

k{y.i) A ([3,) , _ A (Y/)

el Ton obliendra, par des raisonnements analogues,

en |)arlanl de la relation

\\{m — /iai )- -H A2(/n — nx-^ )- -4-. . . -i- A.j/ /?? — n a,j_)-

-)- A'i(m — ii'^i){in — «Yi) "^ -^'^C"' — «/2)('» — «Y2) — •••

-f- A', ( /« — n pv) ( /« — « Yv ) < 1/1 -^•

On aura encore les deux limites suivantes

,„_i, -«

-(M(.)<(;^)"-x^r(r"

Ainsi le coeflicienl A', les racines réelles et les modules des racines

imaginaires sont limités comme je Tai annoncé; donc il en est de

même de tous les nombres entiers qui lornient les eoellicients de

la transformée /, (y', x').

IjCS principes précédents s'applnpienl a\ee beaucoup de facdilé

aux formes cuhicpu^s et l)iquadratic[ucs ; ou observe alors cette cir-

constance remar([uable que, pour chaque degré, c'est toujours la



niiniicTiON des fonctions homogènes. g3

même ('([tialioii on D qui vient s'oflVir, bien que les calculs par Ics-

(|uels on y arrive; ùiirèrent beaucoup, suivant le nombre des racines

l'éellcs et imaginaires, mais je n'ai pu jusqu'à présent découvrir la

raison générale de ce fait im|)orlanl.

Le cas des formes binaires du second degré à facteurs réels, si

dislincl des autres, se rattache à une théorie très étendue fondée

sur la réduction des formes quadratiques à un nombre quelconque

d'indéterminées, et qui embrasse toutes les irrationnelles algé-

briques; je la soumettrai dans un prochain Mémoire au jugement

des Géomètres.

Paris, mars 1848.



SUR LA THÉORIE

FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES.

Journal fur die reine und angewandte Malheniatik, tome XL; i85o.

Un des principaux caractères des formes Icriiaires rcduiles,

lorsqu'elles sont définies, consiste en ce que le produit des coeffi-

cients des trois carrés des variables est toujours inférieur au

double du déterminant. C'est là, comme on sait, une limite pré-

cise, découverte d'abord par induction, puis démontrée par

M. Gauss dans l'écrit si remarquable sur rOuvrai;e de M. Seeber.

Mais les transformations analytiques de l'expression

D = a a a" -^ ibb' b" — ab- — a' b'- — a" b"'-

données par l'ilbislre géomètre, et desquelles résulte avec tant

d'éb'gance la limite indiquée, me semblent tenir à des prlnclj>es

singulièrement cachés, et qu'il m'a été impossdjle de retrouver

malgré tous mes ellorts. Après de longues recherches, j'ai découvert

enfin une méthode nouvelle pour obtenir la limite de M. Gauss, et

je vais la développer dans cette Note, après avoir d'abord donné

une démonstration simple de l'existence des caractères atlri')ués

pai' M. Scebcr aux formes réduites.

Soit, eu sul\anl la notallon des Dlstfti isitioncs arilhniclicœ.

f=a. a y- •}.byz — >. 6'. ://'.

une lorinc (h'Iiiiii' positive à coefficlenl> (piclcdiupic-, c.ir il n'v a

aucunemcnl lieu île les supjH)S('r ciilurs dans la ihcorie de la

réduction. Considérons la série entière tics transformées distinctes
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é(|iiivalcnlcs à j\ (-1 loniioiis un groupe particulier de celles où le

coclliciciil de liin des carrés a la plus jielitc valeur possible.

Kéuuissous cnsuile dans un second groupe loules les formes du

prcMiKi-, où un aulre eoclliciciil des carrés esL encoie le plus [)elil

j)0ssiljle. Enlin, lornions un dernier groupe des formes [)récé'-

denles, où le troisième coefficient des carrés est un minimum : je

dis (pu' les formes, ou la forme unique obtenue ainsi, offriront

tous les caractères des réduites de M. Seeber.

Qu'on les représente, en effet, par

(A A ' A "

^

b' \\' B")'

les diverses formes binaires

(A, B", A'), (A, B', A"), (A', B, A")

seront nécessairement réduites. Si, |)ar exemple, (A', B, A") ne

1 était pas, en effectuant dans F la substitution propre à la réduire,

on arriverait à une transformée équivalente, où l'un au moins des

coefficients de jk" et :;- serait diminué, A restant le même; c'est

donc à cette transformée que la méthode employée aurait conduit,

et non à la proposée. Dans le cas où B, B', B" sont négatifs, il

faut eiicore arriver à la condition

A-f- A'>— >( B-i-B ^- B ),

ou bien

A -!- A'+ A" -f- 2 B -f- 2 \y -4- 2 B" > A",

A" désignant le plus grand des coefficients des carrés. Pour cela,

considérons la transformée é([uivalente à la proposée, obtenue par

la substitution

r = Y + Z,

^ = Z,

où les coefficients de X-, Y-, Z- seront respectivement. A, A', et

A -I- A' H- A" -f- 2 B + 2 B' H- 2 B" ; cette dernière quantité ne peut

donc être inférieure à A", car c'est encore à cette transformée et

non à la proposée que la méthode eut conduit.

J'omettrai, pour abréger, l'algorithme de réduction auquel les

caractères des formes réduites conduisent tout naturellement, car
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il ne me scmljlc |)as très important au point de vue de la théorie,

et j'arrive à mon principal objet, à la condition

AA'A<.iD.

Tout repose sur le question suivante : J^(^, V, ^) étant une

forme définie quelconque, déterminer la limite précise du minimum

de f{-^, y-! i), pour des valeurs entières de x et )'.

Réduisons la forme binaire qui résulte des termes du second

degré de y^(a:, y, i), par une suljstitution propre ou impropre

37 = «iX -;- /i Y,

jK= .aX -i-vY,

de manière que le coefficient moyen de la transformée soit ])osilif

(c'est là une condition essentielle, pour les considérations géo-

métriques que nous aurons à développer tout à l'heure), et posons

/( m X -t- /i Y, ijL X -f- V Y, I
)

= AX2 -+- -i B'XY -^ A' Y^ -4- o BY -^ 2 B'X -4- A" = F.

En désignant par a et [^ deux constantes convenablement choi-

sies, on pourra faire

F = A(X-^-aj2-^2B"(X-^a)(Y+p)-^A'(Y^p^--t- ^,

D étanl le détermiuaut àef{x., y, z) et A cchii de hi forme binaiie

(A, B", A') qui est réduite et où B" est }iositif. Soient, enfin, ; et r,

deux nombres entiers tels que ^ + a et /", -f- ^ soient positifs et

inoiii(b(s (pic 1 unité; je dis (pie le niiiiiiuuin de F correspondra

à I au des quatre systèmes de valeurs

X = ^ Y = r,,

\ = \ — \, Y^r.,

X = £, Y = r. — I.

X-ï-i. Y = Yi-..

On sait, en ('(Ici. (pi iiiic |)i()priçt('' essenliclk' cU's lormes binaires

réduites C2(.r, j»') coii>isle dans hi relation

ç(.r — i,j»-)< ç)(;r, j),

SI l'on a à hi fois

X > ) cl X > I
,
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(Ml 1)1011 oiiroi'o

;iv('i" l("s {"oiulilioiislili

cp(j-,j- I) < o(r,y),

y>x cl y>\.

Les ([iialro systèmes do valeurs considérées sont d'ailleurs évi-

druinicnt les seuls pour les(|uels les valeurs absolues de X -|- a.

\ o.
j soient inlcncuics a I umlc, cl il nous reste a déterminer

auquel de ces sjsièmes correspond le miniiniiin absolu de F, ainsi

(pTà trouver une limite précise de ce minimum.

l'our cela, j'aurai recours aux considérations géométriques sui-

vantes :

Soit OAT) un Irianiilo lel qu'on ait

Ôa'=^A, Ob' = A', OA.OBcosAOB= B";

l-is. I.

le carré de la distance à l'origine O, dun point ^I dont les coor-

données obliques parallèles à OA et OB sont 0\.t et 0B.«, sera

[)réeisément la valeur de la forme binaire A L- -j- 'i^" tu -+- h.' u- ; el

si on la désigne un instant pour abréger par 'oi^t, u), on voit faci-

lement qu'on aura les relations

MO' ='o('/, u),
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les milieux de OA el OB, de l'autre les |)erpcndiculaires C'Q',

C'P', sur les milieux de O'A, O'B, et joignons CC; selon que le

|)oinl M tombera dans Finlérieur des figures

OPCQ, PAQ'C'C, G'Q'O'P'. P'BQCC,

le sommet le j)liis voisin sera

O, A, O', B.

Mais, dans ces divers cas, la distance la plus grande au sommet

correspondant ne surpassera jamais CO = CA = AC'== C'O', . . .,

c'est-à-dire le rajon du cercle circonscrit au triangle OAB. Or un

calcul bien simple donne

GO = AA'(A-^A'— 2B")

4(AA'— B"2)

Nous voici donc conduits à cette limite précise du minimum

de F ou de l'expression proposée y(^, j^j 0' savoir

f(.^,r, 0<
AA' (A -^A'— 9.B")

De là, comme on va voir, se déduit immédiatement la proposi-

tion que nous avions en vue. Désignons j^ar

-, /«, a\ a"\

une forme délinic réduite, où les coefficients <7, a', a" sont rangés

par ordre croissant de grandeur; (o, b", a') sera, comme on l'a vu,

une forme binaire r(''(luil(', et nous pourrons loujours v supposer

(/' jiosilif. J ajoute (pie a" est le minimum (\cj\x,y, i) pour des

valeurs entières de x et )', savoir pour .r = o, r = o; s'il cxis-

l;iit, eu efiel, deux entiers, rti el //, jiour lescpiels on eùl

la subslilulion

/"(/», /(, I ) •< a"

X = \ ~- ni Z.

y = \-r-n A.

donner.iit une transformée ('ipiivaleiile. où a el </' seraitMil con-

servés, Uiiulis (pie (/" ser.iil remplacé par la \aleur imuiulie
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J{fff, 11, I »; c"<'Sl doiu' cctlc Iraiisfonin'c (|iii scrail la rf'diiilc cl

iioii la proposée.

Nous poiiN oii> aiiiM. «rilrt' les coefficicnls dey, ('•lahlir la l'clalioii

ol)l(Miuc plus liaiil. >a\ oii'

„ aa(a — ib"->ra') D
4 ( aa — b"^ ) aa — b"'^

On <Mi (Ic'diiil

D > rt" f aa'— b"'- ) — \-aa ( a — 2 b" -~- a' ),

a D — a a' a" '^ a a' a" — 2 a" b"-—
J
aa ( a — i b" -+- a' ).

Or le second membre de cette inégalité est essenliellemenl

posilil"; en efiel, pour la jilus petite et la plus grande valeur de ù'\

sa\oir

b = o et b" — ^ «,

il se réduit à

a a'
a"— 1 aa'i a -+- a') = aa' [-^ ( a"^ a ) -i-

J
( a"— a'

j]

,

et à

a a' a" — i a-
a"— i ««'^ = t ««"(«'— « • + v cia (ci!'^ a') ;

quantités positives. Si donc poui- des valeurs intermédiaires de b"

il pouvait devenir négatif, ce ne serait qu'à la condition de s'éva-

nouir deux fois dans l'intervalle compris entre les limites ^"= o,

y z=\a\ mais cela est impossible, l'équation

a a' a"— > a" b"'- —
l
aa'i a — a' — >, b" ) = o

ayant nécessairement ses racines de signes contraires.

On a donc toujours, comme nous voulions l'établir,

a a a" <; 2 D.

Paris, avril iS5o.



LETTRES DE M. HERMITE A M. JACOBI

SUR DIFFÉRENTS ORJEÏS

DE LA

THÉORIE DES NOMBRES.

Opuscula matheinatica de Jacobi, tome II, et Journal de Crelie,

tome 40.

Première Lettre.

Près de deux années se sont écoulées, sans que j'aie encore

répondu à la lettre pleine de bonté que vous m'avez fait Ihon-

neur de m'écrire (' ). Aujourd'hui je viens vous supplier de me
pardonner ma longue négligence et vous exprimer toute la joie

que j'ai ressentie en me vovant une place dans le recueil de vos

OEuvres. De[)uis longtemps éloigné du travail, j'ai été bien louché

d'un tel témoignage de votre bienveillance; permettez-moi.

Monsieur, de croire qu'elle ne m'abandonnera pas; elle me devient

encore en quelque sorte d'un plus grand prix en me sentant,

après un long intervalle, ramené de nouveau à létude. sur la voie

de quelques-unes de vos pensées.

J'ai cru voir l'origine de belles et importantes questions il" Vna-

Ijse dans cette partie de votre Mémoire : De Jitnctionibus qua-

(Iriipliciter perioilicis. etc., où aous établissez 1 inijH^ssibililt'

d'une l'onelion à trois périodes imaginaires. Lalgorithme ^i singu-

(') Celle Icllre, impriméo ihins le Journal de Liouville. \o\. \I, p. ;(-, et

dans le premier Volume dos Opuscula mathcmatica, p. oo-, porte la date du

(i août iSj5. Jacobi.
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lier, parle(|ii('l vous rrduisc/. à iiii dcgrc de pelilesse arljilralrc les

deux expressions

ma-i- m'a' -{- m" a", nib -4- m b' -~ m" b"

,

ii'est-il pas le premier exemple d'un mode nouveau d'approxima-

tion, où les principales questions de la théorie des fractions con-

liiiues \iennent se représenter, sous un point de vue plus étendu ?

Par exemple, étant données deux irrationnelles A, B, on pourra

déterminer, lorsqu'elle existe, toute relation linéaire telle que

Art -f- B6 -i- c = o,

où «, ^, c sont entiers. Qu'on prenne, en effet,

m A — m = a, m B — m" = 3.

a et j3 pourront devenir aussi petits que Ion voudra; d'ailleurs

on en conclura

«a -t- b^ = ?7i( \a -^ Bb )
— a m' — bm" = — ( «m'-i- bni"-i- cm).

Le second membre de celte égalité est un nombre entier, donc

«a H- 6,3 ne pourra diminuer au delà de l'unité sans se réduire à

zéro. Ainsi le calcul des nombres, m, m', ni'\ poussé à celte

limite, il n'y aura plus qu'à convertir - en fraction continue pour

obtenir la relation cherchée.

Cherchant à appliquer le nouvel algorithme aux irrationnelles

définies par des équations du troisième degré à coefficients

entiers, j'ai vu s'offrir quelques questions d'une grande étendue

auxquelles je me suis principalement appliqué, et qui m'ont

amené à considérer la méthode d'approximation que je me pro-

posais d'étudier, sous un point de vue bien éloigné de son origine.

C'est dans quelques propriétés très élémentaires des formes qua-

dratiques, à un nombre quelconque de variables, que j'ai ren-

contré les principes d'Analjse dont je vous demande la permis-

sion de vous entretenir.

J'ai tiré de ces principes une démonstration de votre beau

théorème sur la décomposition des nombres premiers 5 m H- i, en

quatre facteurs complexes, formés des racines cinquièmes de

l'unité. Je ne sais. Monsieur, s'il me sera donné de vous sui\Te

dans les nouvelles régions de l'Arithmétique transcendante dont



OTLVRES DE f: Il A R L F S IIKK.MITE.

VOUS avez ainsi oiivcil la voie. JiiS(|u ici j ai fii pliilùl en vue.

dans celle recherclie, l'applicalion fjui s'ofl're crelle-mème à la

lliéoric de la division des fondions ahéliennes dépendant de liii-/dx'

Peul-êlre, d'ailleurs, Irouvera-l-on là des él«'--

/i — .x->

meiils nouveaux pour celle queslion si difficile des lois de réci-

j^rocilé des résidus de cincpiième puissance, sur laquelle vous avez

le j)remier appelé l'attention des géomètres.

Tout polynôme homogène du second degré à /« + i variables.

peut être mis sous la forme

r_ ^ df \ df I df
•2 dXo 2 dXi 2 dXn

Si l'on pose

I df _ 1 df _ . df—
-J — Aq.

-J
— Al, . . .

,
— —j — A/,,

2. axo 2 dxi 2 dx,i

en nommanl D le délerininanl relatif à ce système d'équations

linéaires, la substitution des variables X„, X,. .... X„ conduira à

lin nouveau polynôme que je représenterai ainsi, savoir

F(Xo, X,. .,X„)
D

Cela étant, je nommerai I) le déterminant de f, et F la forme

adjointe à /"; on ti-ouve ensuite aisément que la forme adjointe

à F, sera D"-'/.

La notion des formes adjointes donne le théorème suivant :

Si la forme f. à n -h i variables ,r„. .ri l'i,, se change

par la suhsliliilion

ajo 4- a>i -+- a'>2 -^- • .-^ »<''-''.)'«-! — -ro = o,

e/) la forme i;. (/i/i n'(-/) renferme plus que n. le iléterniinant

relatif à g s'obtiendret par la forme adjointe V. en donnant

aux variables Xp, X| X,,, respecti\-e/ne/it, les valeurs
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reprcsenlécs par les coe[ficieiils des termes Xq, Xs, . . .^ x,i dans

le déterminant de la substitution , ces derniers termes étant

regardés comme une (n -+- i)''"'^ colonne de coefficients.

\ Il aiilir llK'orrme csscnlieL dans mon analyse, se fonde sur la

proposition, aisée à ilénionlrer, qu'élanl donnée une forme binaire

(r/, />, «') de délcrminanl négatif — D, et dont les coefficients ne

sont plus entiers, mais des quantités quelconques, l'on peut tou-

jours trouver deux nombres entiers premiers entre eux, a, 3, tels

(pion ail

a tP- -f- •>. è a3 4- rt' |32 < \]\ï) .

Quant aux formes de déterminant positif D, on obtient dans

tous les cas la limite inférieure

rt x2 -1- 2 6 a3 -+- (d ^-^ < /d .

Soit actuellement /{xq, x^, . . ., x,i) une forme quelconque à

n +1 variables, dont les coefficients soient entiers ou irrationnels,

et dont le déterminant soit D en valeiu^ absolue; je dis quon
pourra toujours trouver n -\- i nombres entiers, a, [j, v, . . .^ a,

tels qu'on ait

/(=.,?.-,,.. .,).,<(^)'""Ç/d.

Supposons que ce théorème soit vi'ai pour les formes de ii va-

riables, on pourra démontrer qu'il est vrai aussi pour les formes

de n -h i variables ; il sera donc vrai, en général, puisqu'il a lieu

pour les formes binaires. Cette démonstration se base sur le

lemme :

Que l'on peut toujours détermine/- n colonnes de n -+- i

nombres entiers telles qu'en ajoutant une\{n + iy^"^<^ colonne

et formant le déterminant, les coefficients multipliés dans ce

déterminant par les différents termes de la [n ^\yème colonne

soient des nombres entiers donnés.

En effet, étant proposés n -f- i nombres entiers quelconques,

a, p, 7, ..., •/., À,

déterminons a. b, c, .... k d'une part, c', d'. . . ., A"' de l'autre,



7^4
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par siiilc, la l'orme F cUc-mèinc pourront prendre une valeur

moindre que

valeur que je désignerai par F(ao, {ioj • • -^^^o)- O" prouve de la

même manière ([ue/ pourra prendre une valeur moindre que

valeur que je désignerai ])ar/(a', |j', . . ., )/). On aura done

/(a', p', ...., '^'XilY 'v/F(«o, ?o, ..., Xo),

(« — I)

F(ao, Po. . . . , XoX
(Jf

'{/D"-'/(a, p, ..., X)

,

el, })ar suite,

En continuant de la même manière, et en posant

/(a!'), p, ..., )J'-') = /('•', /(a, ^, ..., X)=/o),

«=—1

on trouvera successivement

d'où suit

On pourra donc, en prenant m assez grand, parvenir à une

valeur de/,

f[,n)^f^l ou /''"'<(^)' "{/d,

ce qu'il fallait démontrer (
'

).

(') M. Ilermile fait dans le posl-scripluin quelques observations complémen-



loG OEUVRES I)i: CHAULES HERMITE.

De nombreuses questions me semblent dépendre des résultats

précédents. Voici, en premier lien, comment j'ai essayé d'v rame-

ner votre nouveau mode d'ap{)roximation :

A et B étant les quantités données, je considère la forme ter-

naire

/= {x'— Kx)--^ {x"— Bx)"- -i- -—

j

dont le déterminant est une (|uanlil('' positive quelconf[uc - • Pour

toutes les valeurs de A, on saura déterminer trois nombres entiers,

/;?, m\ m", tels qu'on ait

( m' — A m)- -h ( m"— B /« )' -i r- < 7; T7= '

A 3 ^A
el, par suite,

m'— A m < -p -—
, m"—Bm<--j—, m < -— V^-

v/3 v^A /3 V^ V J

Les deux premières relations font voir qu'on j)eut rendre simul-

tanément d'un degré de petitesse arbitraire. /;/ — Am. m" — B/??:

la troisième donne la mesure précise de Tordre d'approximation

1 p • '"' "* . . I
•

. .

•
11

(les iraclujus —-, — , en montrant que l erreur est proportionneile

Enfin, la forme adjointe de f étant

ix + Ax'-hBx"y--^ "^ ' t
'''

le calcul conduit encore à une suite de nombres entiers, tels que

a, [i, Y qui rendent la fonction linéaire Aa -H B 3 -t- v de l'ordre

— ou ^) et l'on démontre fiuc, s'il existe une rclalion lellc (lu»'
5(2 p 2 1

Aa -4-- B6 -h c := o, (fj b, c étant entiers, on verra la fonction

A(/-t-r>A-hc s'offrir nécessairement à partir ilune certaine

valeur de A, puis se repi'oduire indéfiniment, junir toutes les valeurs

plus grandes.

laires sur celte dénionslralion. Hemarquons que, s'il s'agit d'une forme indéfinie

dont les cocflicienls ne sont pas entiers, la démonstration n'exelut pas que la

forme puisse se rapproclier indéfiniment de la limite intliquée, en lui restant

supérieure; mais on est certain cjuc le minimum de la forme est aussi voisin de

I
r! ) l / l> que l'on veut. E. P.
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A oici <r;iiilrrs coiis('(|iieiiccs :

Soil
F (:y ) = x" -h A ^"-i -+-... -i- K.r -f- L = o

uiw {•(niiilioii (|ii('l(()ii(nic iii't'diiclihlc à cocfficienls enliors cl dont

a, [i>, . . ., A soient les racines; si la congruence F(x)^o adniel

nnc^ soliilion x = a pour un certain module N, en posant

ç,(a)= N.ro-+-(-a — a)xi -^ {-x"- — a^)^:., +. . .-h (a"-< — rt"-')a;„_,,

^0, -2^1 7 • • • désignanl des entiers, la forni(;

f=:Cp(s.)0(|3j...Cp(X)

représentera toujours des nombres entiers multi|dcs de N : or je

dis (pi'on pourra trouver une infinité de systèmes de valeurs de^o,

^•), . . ., .r/,_i |)our lesquelles on ait

t'= Î\1N,

l'entier ]M étant au-dessous de la limite,

- «(" — 1)

dans laquelle A représente le produit des n{n — i) différences des

racines a, [i, . . ., X prises deux à deux.

Supposons en premier lieu, les racines a,
Jj,

. . -, À réelles; je

considère la forme quadratique à n variables

où Do, D,, . . ., Drt_| sont essentiellement positifs : soit D le dé-

terminant de/, on saura trouver poin^ ^Tq, A", , . . . , x,i_ i
, un système

de valeurs entières telles qu'on ait

- [n - 1

.

/=-f^)' y'^\

(o étant moindre que l'unité. Or le produit des quantités positives

DoO-a, D,'J5-|3, ... ne pourra jamais dépasser son maximum

(
—

j 7 correspondant au cas où elles sont toutes égales; on aui^a
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donc
\n.n-U

D„D,...D„_.r<(-^y -.

11 faul ici oblenir D, qui est le délerininanl relatif au système des

équations linéaires dont les premiers membres seraient

1 df \ df_ \_ df
1 dxQ i. dxi 2 dx,i-\

Or on trouve sans difficulté

D = AD„Di...D,,_,N2,

ce qui conduit à la limite annoncée.

Comme il ne reste dans le résultat aucune trace des quantités

Do, D,, . . ., D„_(, il suit qu'en leur attribuant toutes les valeurs

possibles, les mêmes multiples de N se reproduiront nécessai-

rement une infinité de fois, pour une infinité de systèmes de

valeurs distinctes de ^o? -^t ? • • •« -^«-i •

Si l'équation proposée, F(.r) = o, n'a plus toutes ses racines

réelles, on fera correspondre dans la forme /, à cliaque couple de

racines conjuguées a, j3, le ])r()(luit Do
'f
(a) cp([3), au lieu de

Doo-(a) 4- D, co-(|î). Dans le cas où toutes les racines seraient

imaginaires, ce qui suppose le degré un nombre pair /i = 2 a, on

sera conduit de la sorte à la forme

/=Doo(a)ç(P)-f-D,o(Y)o(o)+...-Di,_,cp(x)'^(X).

Le détern)inant s'obtient aussi dans ce cas aisément, et l'on

trouve

D = (DoD,...D,,_,V^ .^^•^

Comme on a. d'ailleurs.

DoD,...D,,_,t<(^'{^

et

on en lire la iiniilc

n-\)

/=-0! y s/ô.

M<:::
: \

II'
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(|ui no dillV'ic; pas de (•,(;llf (|iii" nous venons troblcnii' clans le cas

(les racines réelles.

Snpposons (juc ['('([ualion proposée soil

XI'— I = o,

fpii donne Heu à une congruence solnble pour loul module premier

N = /»•/? H- I ; A sera alors^/'"-. Ainsi dans le cas de/? = 5, on aura

la limite

'Sim
laquelle est ]> 1 mais <^ :>,, donc on aura précisément

C'est, comme vous voyez, Monsieur, la démonstration de votre

théorème.

Mais il J a plus. Pi'cnant/? = 7, on trouve l'expression

.3/ U'

qui est moindre que (J. Or, la forme t étant toujours ^?. o ou i

suivant le module 7, on ne pourra avoir encore dans ce cas que

Considérons, en second lieu, Téqualion F(^)^o, qui a poui-

racines les T,{p — i) périodes de deux racines de = <J 5 on

aura la jiroposition que la congruence F(:;) ^ o est résoluble pour

tout module premier N = kp —• i . On trouvera alors

l=p-

doù ion tirera comme ci-dessus la limite de M. Dans le cas de

/? = 7, /i ^ 3, il vient

«<(if(t^

et, par suite, M<;o. Or il est facile de voir que suivant le mo-

dule 7 la forme t* est toujours ^o, i, ou — i. On ne peut donc

admettre que M = i

.



IlO ŒLVRKS DK CIIARLKS lIKIlMITt:.

De là résullc ce théorème :

Que tout nombre premier '] m — i est décomposable en

trois facteurs complexes formés des racines de Véquation

En réfléchissant aux questions précédentes j'ai été conduit ù

m'occuper de la théorie de la réduction des formes quadratiques

à un nombre quelconque de variables, qui m'a semblé devoir être

inlrodiiile dans l'étude des expressions telles cpie t. De même que

pour les formes binaires, on obtient ce résultat que, pour un détei-

minant donné, elles se laissent distribuer en un nombre toujours

fini de classes. La méthode de réduction devra reposer encore sur

l'emploi de substitutions linéaires à coefficients entiers, et au dé-

terminant ±1, par lesquelles une forme donnée est changée en

une autre entièrement équivalente et de même déterminant. Voici

quelques réflexions sur ce sujet.

Soient d'abord

X(, = aXo -+- a'X, -+- «"Xo H-. . .-f- a'"'X„,

rr, = pXo -+- p/X, -^ P"X, +...-+- ^'"'X,,,

Xn = À Xo -+- À' Xi -t- À" \, -+-... -f- X'") X„

les subslilulions (pil changent/ (.Tu, Xi, .... x,i)en la forme équi-

valente et de même déterminant F(Xo. X, X„). Xommons

ff(ro,j'i, • ••
,
jK«), 0(Y„, Y,, ...; v„;i,

les formes adjointes respectivement à f el F; par la définition

même donnée ci-dessus des formes adjointes, on prouve 1res faci-

lement que l'on aura

ffiro'J'u yn) = G(Yo, Y,. .... Y„),

en posant
Yo = aj'o -4- P^-i -+-... -T- lj-,„

Y, = a'i'o -t- ^'r, -^...— À')-„.

Y„ = a^"'j'o 4- 3<"'j-i 4- ... -H À "'j-„.

11 suil de celte |)ropositi(>ii (pie, si dans la forme /* mi change seu-

lement les /< variables .r,, Uo, . . ., .c,i en d'autres \,. Xj, . . ., \„,
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|)(tiii' ()l)l(.'iui' la Ir.uisloriiiuliuii currt'S[)oa(iaiilc dt; la lormc adjoinlc,

on aura à chang(M' souleinonl les n variables j'i , j'o? •• --J'/ f"

(1 aiiUi's \ ,, ^ o \„, cl rûciproquemcnl. D'où l'on voit qiCen

changeant dans laforme adjointe les n variables j'i, j'^, ^yn
en d\iutres Y,, \.,, . . ., \ „ par la transformation correspon-

dante de la forme proposée, le coefficient de x\ ne sera pas

altéré.

Cliangcanl au contraire, dans la forme proposée, la seule va-

riable Xq en X par la subslilulion

Xo = X -h a'.ri -I- rt' Xi -f-. . .-4- a'"' ;r„,

les subslilulions correspondantes à faire dans la forme adjointe

seront

y\ = Vi — a'j'o, y.. = Y2— a"7„. • • • , r« = Y„ — a(«)jg.

iJoù l'on voit qu'en cliangcanl, dans la forme proposée, la

seule variable a\ par la transformation correspondante de

la forme adjointe ne seront altérés que les termes multipliés

parr„ cl ri-

Voici le résultai que j'ai obtenu au moyen de ces lemmes :

A^ommo/is réduite uneforme

F(Xo, X,, ...,X„)

du déterminant D, telle, en premier lieu, ciu'en faisant

I rfF
.^ = AXo 4- BX, + CXo + . . . -f- LX,

on ait (
'

)

1
- n

A<(J)' ^D, B<-1a, G<iA, .... L<-;a,

telle encore que la forme adjointe à F, G(\o, \^, , . ., Y„),

représente pour Yq = o, elle aussi, une forme réduite : si Von

sait ramener les formes cVordre n à des formes équivalentes

( ') Ces inégalités et, eu général, celles que l'on rencontrera dans les questions

de réduction sont relatives aux valeurs absolues, et D représente la valeur ab-

solue du discriminant de la forme. E. P.
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réduites, on saura aussi ramener à des formes équii-alentes

réduites les formes d'ordre /i + i

.

En effet, lorsqu'on se propose de changer la forme donnée /
dans une autre équivalente fi(x[,a;\, ..., :r'„), au mojen de la

substitution,

d7o = aarj, -f- n' x\ -H. . .-l- a(«'a:^,,

A i*' A ""T /* »/ I • • • \ A ^ „ j

on peut prendre pour a, jj, . .., A des entiers quelconques sans

commun diviseur, puisqu'on sera toujours maître de déterminer

les autres nombres a', ^', . . ., )/, a", [i", ..., de manière que le

déterminanl des (n + i)- coefdcienls soit ésfal à =ir i (' ). Prenons

donc pour a, |3, . . ., A les entiers sans commun di\iseur |)ar les-

quels on peut satisfaire à l'inégalité

- «

en nommant A le coefficient de x'^- dans la transformée f,. on

aura

A=/(>, .3, ...,).)

et, par suite,

La forme /"(.To, ^i, ..-, J"//) étant transformée dans la forme

équivalenle/, (x[^, x\, . . ., .r)^), supposons en même temps la forme

adjointe à y",

1 raiisformée dans radjoinlc à_/|.

V^aisons (Misuile dans celle dernière \o = t>> cl- ramenons la l\u-me

(I oi'ih'c //,

^i("..rn.Vo, ...
, y,,),

(') M. Ikiiiiite avail ajoute à sa Lcllro la n-solulion la plus générale de ce

pioblèuio, publiée depuis ilaus le Journal de Liomilic, vol. \IV, p. Ji.
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à iiac loriiic «'•(iiii vak'iilc irduilr ;iii\ \ ;iiialjlcs^''|, J''^,
. . -lyn- Sujj-

[)OSons (|iir par la même subsliliilion la forme ^)(Yo,j'', , J'o, ••>y,i)

soil chancre cii ,i,'-(^ o- .^i • .> .X«) ?
celle forme représenlera,

pour V„ = (), la forme rédiiilo irordre n. Transformons en même
lemps la forme/, (xj,, .r', x',,)^ dont ^«-i est l'adjointe, dans la

forme /.,(.^î,, \,, \o, .. .. \„), dont l'adjointe esl ^o. De ce qu'on

a remarqué ci-dessus il suit que, par cette dernière transforma-

tion, le coeflicienl de x'„", A, ne sera pas altéré. Enfin, faisons

irô = Xo-H mi \i -^- mjXî-H.

.

.-+- ni„\„,

r" = V| — nii Vo, r'o = Y., — /»2 Y„, . . . , y", = Y„ — /n,, Y^,

et supposons (pic [)ar ces suLslilnlhin^ /^ et g-, soient ciiangées

respectivement en

F(Xo, X,, Xo, ..., X„) et G(Yo. Y,, Y,, ..., Y„):

le coefficient de Xf, dans F sera encore A et la forme G représen-

lera encore pour ^ o =^ t) la réduite d'ordre n. Or. posant

X OXq

- ~ = AXo-^ BX,-K ex,- . .
.- LX„,

on aura
df, _ dF_

et, par suite,

B = 6 H- /»! A , G = c H- /»-2 A, . . . , L = l -i- m „ A

.

Donc, /»,, /;îo, . . ., m„ pouvant être des entiers quelconques, on

saura les déterminer de manière qu'on ait

B<iA, G<iA, ..., L<iA,

et l'on aura satisfait à toutes les conditions.

Je remarquerai à présent qu'étant donnés

ôF^ et G(o, Y„Y,, ..., Y„),

en même lemps que le déterminant D de F, on connaîtra la

forme G( Y^. Y,. . . .. Y„) et, par suite. F(Xq. X,. . . ., X,;).

H. - I. 8
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En cfllV'l. soit

F= Xo(AXo+ BX, -4- ex, ^...^ LX„)

-+-X,(BXo + B'Xi -^C'Xi ^. . .-^ L'X„)

-4-X2(CXo+G'X, + C"X,^...-hL"X„)

-^ X„C LXo -I- L' X, -f- L"X, + . . .
-4- L"" X„ ),

G= Y„[(A)Yo-^(B)Y,+...-(LjY„]

-\- Y, [( B) Y„ +(B' ) Y, -^. . .+ ([/) Y„]

on aura

-^ Y„ [( L ) Yo -I- ( L') Y , + ...+ ( L(" ,)
Y„] ; .

A (A) H- B(B) -f- G(G)+...-i- L(L) = D,

A(B)-i- B(B') -+-G(G') + ...-^ L(L') -- o,

A(G) + B(G') +C(G")+...- L(L")= o,

1

Or, élanl donnes -r^ et G(o, Y, \,/;, on connaîtra

A, B, G, .... L

et tous les «- coeriîcienls (B'), (C), . . ., trou l'on déduira, par

les n dernières écjualions, les ^aleurs des coelTicicnts

(B), (G), ..., (L),

cl par la première, D étant aussi donné, celle du coefficienl (A).

On connaîtra donc tous les coeClîcienls deG(\o' ^i ^«MM.

par suite, ceux de F(Xo, X,, . . ., X„).

Par ce cnii pi'écèdc on prouve aisénienl (pie /es foi nies d un

ordre quelconque, attachées à un même déterminant, peui-ent

être ramenées à un nombre fini d'entre elles ('). Et d'abord il

suit des conditions ci-dessus (jue les eoeilieienls A. V> L ne

pourront prendre qu'un nombre liiii île valeurs, ensuite le déter-

minant de la forme G(o, \,. "^ \„) étant D""' A. s'il est

démontré que les formes d'ordre // d'un même déterminant jxMnenl

être ramenée^ s à un nom lue liiii d (M.tre elles, on n aura pour eliaque

valeur de A qu'un iu)ml)re limité de formes (î(^o.\ i, \ 2, .... ^ « V

(') M. llcnniU' sii|ii)t>sc ici iMi|iliciloiiicnl (jii'il s'.iijit ilf loniics A coofliciciits

entiers. 1^- 1^-
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( )i', |);ir les ii()nil)i-('s \, 1> L d hi lormo(j(o, V,, ^ j, ..., ^ «),

<''liiiil (h'IonniiK'c l;i lornu" d oïdic // -h i . F(Xo, X| , . . . , \«), ces

loinio iiiissi siioiil (Il iiomluc liiii. Ainsi, lii proposition clanl ad-

mise pour les loniics (riti'drc //, clic scim (hhnontrée pour les formes

d'oi'drc n -\- i . EWc rsl donc vraie en ^('néral. puisqu'elle a lieu

|)our les formes binaires.

Vous voyez, Monsieur, (pu^ jomels loul à lail le cas im])orlanl

où Ton a A = o; mais celte circonstance n'est point à considérer,

lorsqu'on se propose seulement de poursuivre les rapports que j'ai

essayé d'établir entre les formes quadratiques définies et les ex-

|)ressions désignées ci-dessus par t. Les résultats précédents me
semblent alors ouvrir un vaste champ de recherches, mais dans

lequeJ je n'ai presque fait jusqu'ici qu'entrevoir une longue série

de questions et de problèmes difficiles à résoudre.

Convenons d'abord des notations suivantes, savoir :

en [U'cnaiU
/( (0 ) = a-,, Ço ( W ) -h a-, ï), ( W ) -i- . . . H- CCn

'f « ( W ),

o/(a)) désignant la fonction à coefficients entiers

et les quantités to,,, o),, .... to,i étant toujours les racines dune

même équation irréductible à coefficients entiers et dont celui de

la plus haute puissance est l'unité. Je considère ensuite (dans le

cas où toutes les racines sont réelles) la forme quadratique définie,

d'ordre n -{- i

,

f=Do/ncoo) + D,/2(to,)+...+ D„/2(to,0,

où Do, D,, ..., D„ sont supposés essentiellement positifs. En
nommant ù le produit des n(n + i) différences des racines w prises

deux à deux, et A le déterminant du système

«0, «Il •••5 ««)

bo, bi, ..., b„,

' I

'o; '1) • • • • 'ni

on trouvera, pour h déterminant de f, l'expression

D-DoDi...D„A2o.
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Cela posé, faisons la subslilulion

Xo = aXo ^ a'X, -~...-^ a"''X,„

).Xo-4-X'X,-^...-^À(«'X„,

les coefficients étant déterminés par la méthode exposée tout à

l'heure, de manière à réduire la forme adjointe à f. En posant,

pour abréger,

*/( co ) = a'') cpo ( w ) -4-
P"'' ©1 ( w )

-^ . . . -i- }/'' On ( w ),

^ (a)) = Xo*o(f^)-J-^i*i(w)^----^ Xn*«(w),

la forme quadratique f deviendra, d'une pari,

F = Do 'f - ( wo ) -t- Di .f 2 ( w, ) -i- . . . -1- D„ ^- ( (o„ ).

et la forme t, de l'autre.

Or voici le dernier résultat aufjucl je suis arrivé, et qui me pa-

raît appeler bien des recherches après lui :

Les substitutions en nombre infini, correspondantes à tous

les systèmes possibles de valeurs des (/uanlités Dq. D,, .... D„,

ne conduiront jamais qu'à un nombre essentiellement limité

de formes £.

De là se tire aussi toute la ibéorie de la réduction des formes t.

Je me suis principalement fondé sur la j)roposition suivante :

Etant donnée une forme quadratique f d'ordre /? -r i • de

déterminant D, réduite d'après la méthode ci-dessus, soient

(«), {a'\ {a") (aC")

les coefficients des carrés dans la forme adjointe g; on aura

d'abord

(«(«')< (^y''-^D'.,
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puis, poiif taules les valeurs / :^ i ,>.,.. ., /?,

'k étant un fadeur numrrique dépendant uniquement de n et i.

.le \:iis |)i(Mi(li(' les lormos ternaires pour exemple de la iné-

lliodc <pii (loiiiie ce r('sull;il.

Soil

ax"^ -+- o bxQ .r, -\- >.cXq Xi -i- . . .

la lormc rédiiiLe donnée, eL

son adjointe ^; la iKéorie générale donne, en premier lieu, les re-

lations

ensuite, pourj)'-u = o, ^ doit devenir une forme binaire réduite.

Cette dernière étant représentée par

son déterminant, comme on le sait, estrtD ; on a done encore

{à'Xs/YâD, (a')(a")<.|aD, (c')<i(a").

Or, des relations

a(a) -^hib) -^ c{c) = D,

a C 6 ) H- 6 ( a' ) -H c ( c' ) = o.

a\c) -+- b{c') -T- c{a') — o,

on déduit sans difficulvé

(c)<f(a"), (6)(a")<aD, (c)(a")<aD.

Donc, après avoir multiplié les deux membres de la première équa-

lion par {a")- et divisé par a. on obtient

(a) (a")5 < I
D-^ -^ a D

y/f
«D,

et enfin, en remplaçai a par sa limite supérieure,

(a)(a")^<^D^
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La pr()j)riété énoncée ci-desâus des formes rédiilles. fjiii Mi"a

longtemps échap[)é, donne lieu à beaucoup d'autres conséquences

que je suis forcé d'omettre. Seulement, j'observerai encore qu'en

prenant pour point de départ g au lieu de/, et nommant a ' les

coefficients des carrés dans cette dernière forme, on serait arrivé

pour les formes ternaires aux relations

a"<-|^D, «'a"<(A)^'v/DS aa"2<MD,

et l'on trouverait dans le cas général

I

d'où l'on lire encore
«{«)" a^n-i) < V D.

Appliquons maintenant ces résultais à la forme (puulralKpie

F = Do5^Hwoj -+- Dii-(to,) — . . .-4- D„.'f2(w„),

dont le déterminant a pour valeur

D = DoD,...D„An>.

Il est aisé de voir (ju'on aura

«('•) = Do *; ( wo ) + Di «l'^ii"! ) + . . . 4- D„ '!•;( w„ ),

donc, en premier lieu,

d'où

*„( lOo) 'I>„(wi ). . . <1'„( co„) < uAÛ-.

ce (jui reproduit une eunséqueuce obtenue préeédenimenl. Secon-

dement, faisons abstraction, dans aS'^\ du terme DA<^,^(lOA); il est

clair (pi'oii ;nii-a

DoD,...Da._,LWi...D„.

*/7 ( <•>.. ) 'H ( (0, ) . . .
<1>2

( WA_i ) i>;-, ( w/,+, t . . . «I'„ ( w„ ) < (^
a'"' )"

;

donc combinaiil celle iiu'-galilé avec la sui\anle

D/i'l',(w/i)<a('',
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«;l |)()siuil, pour iiltit''j;ci\

XF,(to/, ) = <l>,(co/, I 'I>„(o)o )'l',/(c-'i )• . '!'„( (o/,_., ) 'l',j(oj/.+ ij. . . 'I'„ ('>,/],

il viencli'ii

Do h, . . . I )„ M-; ( (-)/,
) < ( a("')" ( a"' ) < v D,

*IV(w/,)<vAli2.

Ov *r/(w) est, coinine on le voit aiséinenl, un poljnome enlier

ru 10. Les diverses valeurs de ce poljnome correspondanles aux

diverses racines o)^, to,, . . ., (i)„ étant toutes finies et même pro-

porlionnelles à AQ"^ , il en sera de même de tous ses coefficienis ([ui

sont des nombres entiers ; de là suit immédialcnicnl le résullal (pie

je voulais obtenir.

On peut mettre en ellet ^'^(toyt) sous la forme

cf(W/,) =r *„((0/, \„ + \„_, — -h... -4- \,- -) i — ... ,

.7(0)/,) = 'l'/^COJ/,)
' '^t%,(w/,) '

•]

Donc, toutes les formes t en nombre infini, qui corres])ondent à

une même valeur du déterminante, peuvent être ramenées par les

substitutions précédentes à un nombre d'entre elles essentielle-

meni limité, car les combinaisons de toutes les valeurs entières

possibles pour les coefficients des polynômes ^*/(w) sont en nombre

fini. Enfin, ces dernières formes, cpi'on j^eut nommer réduites, se

représenteront elles-mêmes une infinité de fois en employant suc-

cessivement les diverses substitutions qui correspondent à tous

les systèmes de valeurs imaginables des quantités positives Dq,

D,,...,D,.

Dans le cas spécial des formes t que j'ai d'abord considéré

pour démontrer votre théorème sur les nombres premiers om+ i,

on démontre facilement que les polynômes W/(to) contiennent

tous en facteur le nombre N; c'est donc uniquement de Q que

dépendront les limites des coefficients dans les formes réduites.

On entrevoit ainsi la possibilité d'obtenir, par exemple, tout ce

f[ui se rattache à la représentation des nombres premiers i i /;i-t- i

,
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par des facteurs ctnnplexcs lormcs des racines onzièmes de runité,

en opérant non plus sur chaque nombre donné, mais en général

sur les racines de l'équation ^" = i.

Mais j'ai hâte, Monsieur, de finir cette longue lettre, où il ny a

plus place pour la lliéoiie des fonctions elli|)tiqucs. Je n'ai j»n jus-

qu'ici faire à mon gré cette recherche de Tensemble des transfor-

mations de la fonction 0. ni retrouver ce résultat si remarquahle

de la réduction du module q à la limite e^'^^'^l, dont vous m'avez

parlé dans votre lettre. Oserais-je vous demander quelques éclair-

cissements sur ce point? M. Borchardt a eu la bonté de me mettre

un peu sur la voie pour déduire les propriétés des fonctions de

la multiplication des quatre séries Vg-(ax+iZ> -^ mais je ne sais si je

pourrai marcher bien loin. Permettez-moi, Monsieur, de vous prier

de me rappeler à son souvenir; j'ai entendu M. Sturm parler avec

de grands éloges de son Mémoire publié par M. Liouville.

Ajez la bonté, si vous le jugez convenable, de faire paraître dans

\e Journal de M. Crelle quelques-uns des résultats précédents;

j'essayerai ensuite de les développer plus complètement.

P.-S. J'aperçois à linstantque ralgoiillimo indicpu- pour déter-

miner les nombres entiers a, |j, .... A, tels (ju on ail

1

peut être présenté dune manière bien plus précise.

En premier lieu, pour les formes binaires de déterminant — D,

« on ne peut objecter que les opérations continuent à linlmi. car

on verrait s'olTrir une infinité de quantités a, a' , a". . . . liées par

les relations a^ a'^ a". . . . et, par conséquent, dilTérentes. Mais

à chacune d'elles correspondent deux nombres entiers a""^ |i'"'' qui

(loniiciil. par exemple,

a''"' = aa<"'''-f- 2^a'"''3*"'' -f- «'3 '"".

Ces nombres sont essentiellement limités, donc il faudrait (prune

même combinaison a, ^ se produisit dans le cours du calcul une

infinité de fois, ce qui conduirait à supposer égaux, contre l'hvpo-

thèse, ime iiiliniU' île lenius de la suite a, a\ a" >>

Pour les formes ternaires : u désignanl. p(uir abrt'-ger.

/fa''"', p("'', y'"''1 par / '"'.
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on \()il iKiflrcdc hi coiil iiiiial loii du (mIciiI préccMlcniiiirn t jitdiiosé

iiiic smir (le (|ii,iiili lés, /", /"', /'",
. . . liées |>;ir les r(;l;ilions

/'<*v/(T)rrr7, f"<V{ÏY^\

Or, on ohliciuliii la liiiiilc annoncée dès qu il se [)résenLera une

valeur y''"'+'' é|;alc ou su|)( ricureà la précédente /'''"^ En elTet, de

on déduil ais(''iiiciil

D'ailleurs, on ne peut admellre, dans le cas d"une l'ornie définie,

f[ue les opéralions se prolongent indéfiniment, car, les nombres
af'«\ [3""\ y'"'^ étant essentiellement limités, on verrait se repro-

duire une infinité de fois une même combinaison de ces nombres

entiers, ce qui ramènerait les mêmes termes dans la suite f^ /',/",

contrairement à l'hypollièse. Si la forme f est indéfinie, mais à

coefficients entiers (seul cas dont j'aurai besoin plus tard), la

même conclusion subsiste, puisqu'une suite de nombres entiers

décroissants ne peut aller à l'infini. »

Pour les formes quateinaires : « Or ici se représentent les

mêmes considérations que dans le cas des formes ternaires; dès

que le calcul conduira à un terme /'('k+i) égal ou supérieur au

précédent, on obtiendra la limite annoncée, car de

fim+l) ^ /('«' et fi'ii-hl) <^ ?// 4 \12 \j2f\m)

on déduil
3

/""'<(^)'yD.

D'ailleurs les opérations s'arrêteront toujours, quels que soient les

coefficients, si l'on opère sur une forme définie, et la même chose

aura lieu pour une forme, même indéfinie, mais à coefficients

entiers. ^>
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Deuxième Lettre.

Permettez-moi de venir encore vous soumettre ce (ju'il m'est

arrivé de rencontrer, sur la théorie des formes ([uadratiijues, de-

puis (jue j'ai eu l'iionneur de vous écrire. J'avais ébauclit* bien à la

liàte, dans ma lettre, la démonstration de cette |)ropriété générale

des formes de même déterminant de se laisser distribuer en un

nombre fini de classes; depuis, j'ai été amené à une méthode de

réduction plus simple et surtout plus analogue à l'algorithme de

Lagrange [)Our les formes binaires. Soyez assez bon, Monsieur,

pour me pardonner s'il m'arrive ainsi de vous entretenir de choses

que je n'ai pas encore suflisamment mûries; en présence d'une

lli(''nrie d'une immense étendue, je cède au |)laisir de vous com-

muniquer quelques résultats placés à labord de questions diffi-

ciles et qui peut-être seront au-dessus de mes forces. Aussi me
suis-je borné, comme application de ma nouvelle méthode de ré-

duction, à calculer les formes définies réduites de déterminant i,

à 3, 4j 0, 6 et ^ variables, et j'ai trouvé, comme dans le cas des

formes binaires, une seule classe, représentée par une somme de 3,

4, 5, 6 et -y carrés. J^'idée principale de cette méthode consiste

dans l'introduction de certaines formes liées intimement, comme
j(; SUIS parvenu à le reconnaître, aux formes adjointes de M. Gauss,

mais (ju'il me semble indispensable de considérer d'une manière

explicite. En re|)réscnlaiit par

f(Xo, Xi, X.,. Xa)= \ \ «/ j-riXj,

sous la condition

une lorme (piclconcpie dOnlre n -j- i (c'est-à-dire à n -f- i indéter-

minées), je les définis de la inanièro suivante :

cil prciniiil
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(i \()i(i le lliiMUrilic iiiKiilcl cllr^ (loiiiiciil lieu :

Si Ut subsliliilion

1x^ — Xo -\- .MiX, -4- M2X2 -\-. . .-T- M„X;,,

Xi = miXi -h ni^Xi -+-...-{- ni„\i,.

v/
,

ar.2 = «1 Xi -{- /toX, -i- . . .-T- n„ X„,

x,i= ^iXi-H /aXo-f-. . .-f- /«X,t

change /{xo, .r,, ..., x„) en F(^o, ^1- •••? ^«), ^/« nommant

G(Y|, Vj \„) la forme cV ordre n dédiiile de F, comme g
V est de j\ on aura

ffili,y-i, •,yn} = G( Yi, Y,, ..., Y„),

e/) posant

(2)

yi — iHi Yi -+- m.î\, -f-. . .-h w„ Y„,

} fî— «lY, -4- n-iYi-i-. . .-+- 11,1^,1,

y,i= /lYi-r- /.Y2-+-...4- /„Y„.

Pour abréger, je noniinerai ^" Va forme dérivée dey, cL (^2) la

subsliliition dérivée de (i). On trouve aisément que g est défini*^

et j)Osilive, si / est elle-même définie et positive, (jue le déter-

minant de ^ est

D, = a'-; D,

D étant le déterminant de /, et enfin que l'équivalence de/ et F

entraîne celle de g et G, la seule condition pour cela étant que le

déterminant relatif aux équations (2) soit en valeur absolue Tunité.

De là se tire une conséquence importante; concevons que la

substitution dérivée soit prise de telle sorte que G devienne une

l'orme l'éduite de son ordre, les coefficients Mi, jMo, .... M« res-

teront encore arbitraires; or, je dis qu'en posant

n n

F(Xo, X,,X,, ...,\„) = ^_^X,;j\iXj,
u

on pourra les déterminer de manière à remplir la condition

pour i^ I, 2, . . ., n. Cela résulte, en effet, de la valeur suivante :
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(|iril csl facile d'obtenir, el on a d'ailleurs «o (, = Ao,o- ^ est es-

sentiel d'observer qu'au lieu de «0,05 qui se conserve en passant

de f à F, on aurait pu employer, dans ce qui précède, aussi bien

riin «pielconque des coefficients au.,,j. des carrés des variables. Soit

donc, pour plus de clarté, g^ la forme dérivée composée avec ce

cocnicient; on pourra énoncer la proposition suivante :

Toute forme
J ^^^ -i -. di^ j XiX

j

peut être Iraiisfoi-niée en une autre équivalente

/'= ^:'^a\,jXiXj,

telle qu'ayant, par exemple,

la dérivée g'u soit une forme réduite de son ordre, et que la

condition

soit remplie pour toutes les valeurs de i autres que i= |j..

C'est là-dessus que se fonde l'algorithme de l'éduction des formes

définies, quelle que soit la nature de leurs coefficients, entiers ou

irrationnels, mais voici d'abord le but des opérations. Supposons

que, précédemment, on ail choisi pour a^,_^y_ le plus petit des coef-

ficients aij; deux cas peuvent se présenter : ou bien a'^,ii = ai,_,i,,

restera encore la plus j)elile des quantités aj.,- dans la trans-

formée /', ou bien il s'ollVira un autre coefficient a'^,_\ii- <i ^ji.ii- Oi\

dans le premier cas, toutes les autres condi lions étant d'ailleurs

l'cinphes, f sera ce que je nomme une fortne i-éduilr. ^lais, si

c'(îst le second qui se présente, on poursuivra les opérations en

partant de /', comme tout à l'heure en parlant de/, et. en gé-

néral, on déduira successivement les unes des auli'es une suite de

Irausforinées

./• /', ./"", •••• r'',

loulcs ('(piivalentes el telles que

"[>••>-' "iA'.J.! "\>--\i. ";xW,[lW

désignant respectivement les j)lus j)etils des coefficients

«/,/. «'/,/. «/,/> •••' «/*'/i
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on ait

«(A,,- < -, <t[i..\j.., (i\>.\i < .y «|j.', fA', . . •
, '''j^.'L.),,- <

''V'»-'), [Ad-')'

cl (HIC (l'aillciirs les diverses dérivées

OU.» ô ,"• ' ,-> !J.' ) • • • 1 t. jjt(ii)

soient des l'ormes réduites de leur ordre.

Or je dis qu'un Ici système d'opérations ne |)eul se prolonger

à rinlini, et (pion obtiendra nécessairement une transformée

devant être considérée comme une forme réduite. En eflet, partant

d'une forme définie /, les quantités «|x,(a, <"/a,[A' seront des va-

leurs de/, en supposant aux indéterminées des valeurs entières, et

l'on ne saurait former qu'un nombre limité de ces valeurs restant

toujours inférieures à un certain maximum; donc on ne peut ad-

mettre l'hypothèse d'une infinité de quantités de cette sorte, con-

tinuellement décroissantes et, par conséquent, inégales.

Je vais maintenant faire voir que tous les coefficients 51/ y, d'une

forme définie réduite i-, ne peuvent excéder certaines limites, qui

dépendent du déterminant et du nombre des indéterminées. Pour

cela, il faut d'abord établir la condition suivante :

2^0,0 -Stl,! ^-2,1 • • 2^/1, n ^ ( ô )

qui est l'extension d'une relation obtenue dans la théorie des

formes binaires.

Supposons qu'elle soit admise pour les formes réduites d'ordre /?.

et désignons par exemple par 5^o.o le plus petit des coefficients -?l/,,
;

la dérivée

(5=^^^i\;j.T,Xj

étant une forme réduite de cet ordre, et son déterminant ayant

pour valeur



i'.>.6 (h;uvri-s Di!; char les iikumiti;.

on devra avoir

(3) S.,1 i^o,2 i33,3. . • S„,„ < Uj 5V;\V D.

Or la valeur générale

donne, lorsque les deux indices sont égaux,

de sorte que les quantités ])Ositives ÎÔij j)euvenl être considérées

comme les déterminants, changés de signes, d'autant de formes

binaires (5^o,o, ^o,/, ^i,i) toutes réduites, car on a à la fois

^0,0 <C ^i,i Cl 3^0, ( <! "2-^0,0)

donc, on peut ])0ser

de là on conclut, l'inégalité subsistant pour toutes les valeurs de /,

i\'J,„ i\,,, i\,,,. . . î\„,„ < (^ )" il,,, î3o,, . . . B„,,„

et enfin d'après la redation (3)

,, J''"
+ "

(vctte condition est par là (b'moiiiicc dans toute sa généralilc piiis-

(ju'elle a lieu pour les formes binaires.

Comme consé([uence immédiate, on voit que les quantités i\/,,,

5V,) / sont nécessairement limitées, et il en est de même encore du

délerininant l)„ de la d(''ri\(''e, (pu a pour \aleur iX^J \l
I). ( ^da posé,

admettons (pie les formes réduites dOrdre n aient tous leurs cocf-

lieients limités
;
je dis (pie la même (diose aura lieu jiour les formes

(Tordre n -\- \ . \\n cHel, toutes les (pi,inlil(''S t^/, y devront se tiou-

\('i" limes; donc, dapre-s la relation
[ j ). cpii donne

-^'.y = â »

il en sera de même en général pour ^/./. Or, la proposition à la-

(juelle je voulais arri\(M- résulte immédialenient de là. puis(pi\dle
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il Ih'ii |)()iii Io Itiiiiics l(iii;iii('S, el, dans le cas des cocfliciciils r/*-

ticrs, dit' tldiiMc ce Um'oitido (
'

) :

f^es formes dt-finies ou indéfinies, réduites pour un déter-

ininuni donué, sont en nonihre fini.

Mainlcnanl, voici une i-cniarquc essentielle poiif r;i|i|i1i(;ilii)ii

des priiicipos préccdrnis an calcul de ces formes.

Soiriil toujours I) le (h'Ici'Miinanl donné, et

I iiuc (pu'lconquc des loruies définies réduites pour ce délernii-

uaul ; la relation

- n in + 1)

<lonne d'ahord la liuiile
I

pour le plus petit des coeilicients ^ij.

Soit encore

la dérivée réduite, com|)osée avec 5lo „ et dont le déterminant est

En désignant par iijj u. le plus petit des coefficients il,-./, on aura

de même
(/!— 1

Mais, d'après ce que j'ai observé ci-dessus, I3jj,,|x peut être consi-

déré comme le déterminant changé de si,

réduite (-?^o.o5 ^ai\L') ^ji-u)' donc on aura :

déré comme le déterminant changé de signe de la forme binaire

(') La démonslralion suppose essentiellement que A^ ne peut être nul, c'est-

à-dire que la forme ne peut représenter zéro. Au reste, M. Hermite avait signalé

ce cas d'exception dans une méthode de réduction analogue qui figure dans la

Lettre précédente. E. P.
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i" Si 5^0.0 f^^ pii'i'-

%.Sxl5V6,o-(2-^o,o)- ou àî^l,:

•a" Si 5\o,o est impair.

Or, en général, soient £, <è. 11, l\, . . . la suite des formes d'ordre

fi -\^ i^ n, n — I, n— >, . . ., qu'on obtient en prenant, pour (5. la

dérivée réduite de i?, pour îl, la dérivée réduite de (5, pour 11. la

dérivée réduite de 11, Nommons respectivement 51, Î3, (C, D, . . .

les plus petits coenicicnts des carrés des variables dans ces formes,

et D, Do, Doi, Doj, ... leurs divers déterminants. On aura d'a-

bord

puis on obtiendra la série des limites supérieures

1 I _ '
(
_ .)

*<(if "v/^.
^<(0'"'

v/°^' ^<i0"'"'\/^^' •

et, suivant les deux cas, l'une ou l'autre des limites inférieures sui-

vantes :

|^^|5V^ (C^lôî, D^iC^ ....

on

îl^i\2-[U^-i)]', C^i3î-[|(S-n]-, D j:€^-[i(«:-i)]-, ....

L'exemple des formes de déterminant i, que je vais traiter,

montrera l'utilité de ces formules. Dans ce cas, on a en général

ainsi depuis les formes binaires jusqu'aux lonnes quinaires iiiclu-

sivemenl, 51 -< >., donc %= \^ et, depuis les formes A six iiuléler-

minécs jusqu'à celles qui n'en comprennent pas plus de huit,

3l<;3, donc %= \ ou 51 = 3. Or on va voir que celle seconde

valeur doit èlre rejelée jusipi'à n = "^ inclusi\ iiiuni .

Considérons d'abord les formes à S!\r iudélenuinées ; dm lrou\e :

i" Pour i\ la limile supc'i'ieure

4\^
(0^ —

?. , o ")
. . .

,

«I o 11 c 5l = x
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a" Pour i3 l;i llmitf .su[)criciirc

(J^'V^'^i,o(j..., <lnnr i3 = 3;

7)" Pour (il la liinit»' Mi|)<'rM!iirc

3

Il csl iiuililc (I aller plus loin, piiiscjiie la valeur de C esl en con-

tr.idietion avec la liuiile

il faul donc exclure déjà dans ce cas la valeur 21 = 2.

Passons aux formes à sept indéterminées; il \iendra :

1° Pour 21 la limite supéiieure

-
j
= '^ , 30 . . .

,
donc 21 = 2

;

2" l'our il la limite supéricui'e

/ - ] y/'^i» = 3,63..., donc Ï3 = 3
;

3" Pour (C la limile su[)érieure

/ \ 2 „

r,
)

\/-2-''ô'' =~ ,5o. . .

,

donc (!: = 7(>);

pour la même raison que précédemment, 21 ^= i doit encore être

rejeté.

Donc, comme dans les cas précédents, il n'existe que la seule

valeur 21= i (-), et voici maintenant les conséquences qui s'en

déduisent :

En premier lieu. ])our loutes les formes définies de détermi-

(') M. Stoiift', en reprenant le calcul indiqué, trouve S,5G au lieu de -,5o et,

par suite, € = 8, et il n'y a pas de contradiction avec la limite inférieure, qui est

aussi égale à 8. Le théorème énoncé par M. Hermite resterait donc douteux pour

les formes à sept indéterminées ; il est cependant exact, comme l'a vérifié M. StoulT

en utilisant un résultat de MM. Korkine et ZolotarcfT. E. P.

(-) M. Hermite arrivait encore au même résultat pour les formes à huit in-

II. - I. 9
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nanl i, dont le nombre des indéterminées ne surpasse pas ^, la

dcri\ée réduite a encore l'unité pour déterminant. Soit donc

£ ='£.Z%i,jXiXj et G = ZZ'ôi,jXi Xj

une forme et sa dérivée réduites, toutes deux ayant l'unité pour

déterminant. Admettons que, pour les formes <d. dont l'ordre est

inférieur d'une unité, on ait

13/,, = I et Î3,,y = o

lorsque / est différent dey ; les deux conditions

donneront d'abord

^qu = O,

et l'équation

conduira successivemenl, pour i=^j vV i diilérent dey', aux doux

valeurs

Or les formes définies binaires réduites offrant la seule classe

x"^ -\~y- de déterminant i, on en conclut que. pour les formes ter-

naires', quaternaires, etc., jusqu'à celle de sept indéterminées, il

n'existera pareillement qu'une seule classe représentée successive-

menl par une somme de 3, 4> •• •- 7 carrés.

Je n'essayerai pas, Monsieur, de vous développer encore d'autres

applications particulières de ma méthode de réduction. Au reste,

les formes réduites auxquelles on est ainsi conduit, pour un \\v-

terminant donné, n'offrent plus ce caractère, propre aux formes

binaires, de ne pouvoir être équivalentes entre elles, à moins dèlre

identiques, aux signes près de certains coefficients; seulement, on

peut démontrer que la limite du nombre des formes réduites équi-

valentes ne déjiend que du nombre des indc'-lerminées, et nullement

de la valeur particulière du déterminant. Mais j>ermettez-nioi.

Monsieur, de rcNciiirun instant sui les circonstances remanpiables

délcrininées, mais il y avait une lacune dans sa discussion, et le résultai n'est pas

exact. Aussi avons-nous supprimé celle partie du Icxle el, dans les lignes (jui

suivent, icnipiacé 8 |)ai' ~. i-. P.
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aux(|ucll('s (loiiiic lieu la li-duclioti des loiiiics doiiL les ((jcKi-

cicnls (l»''|)('n(l<'iil de racines d'é((iiali(>iis alf;('l)riqiies à coefUcienls

enlicis. l'ciil-èlic |)ai\ iciidia-l-oii à d(''diiir«' de là un s\ slèiiie eoiii-

|)lel de caraclères [)uur eluujiie espèce de ce genre d(; quanlilés,

analogue par exemple à ceux que donne la ihéorie des IVaclions

continues pour les racines des équations du second degré. On ne

peut (\[i moins l'aire concourir Irop d'éléments pour jeter (picl<|ue

lumière sur cette variété inliuie des irrationnelles algébi'i(pies,

dont les symboles d'extraction de racines ne nous re[)résentent

(pie la plus laihlc partie. Ici, comme dans la théorie des transcen-

dantes, il a été facile de trouver à une longue suite de notions

analytiques de plus en [)lus complexes une origine commune,

une définition unique et complète où n'entrent que les premiers

éléments du calcul; mais quelle tâche immense, pour la théorie

des nombres et le calcul intégral, de pénétrer dans la nature d'une

telle multi|)licité d'êtres de raison, en les classant en groupes irré-

ducl ibics entre eux, tie les constituer tous individuellement |)ar des

définitions caractéristicpies et élémentaires!

L'exenq)le le j)lus sinqjle auquel puisse s'appliquer ma méthode

de réduction est celui des racines cubiques des nombres entiers.

En désignant donc par a la valeur réelle, et par ^3 et y les deux va-

leurs imaginaires de ^A, on sera conduit, d'après le point de vue

auquel je me suis placé, à réduire pour toutes les valeurs de la

quantité A, croissantes depuis zéro jusqu'à l'infini, la forme ter-

naire

dont le déterminant D = -,^-A-A-. Soit, dans l'hypothèse d'une va-

leur donnée quelconque de A, que je représenterai par Aq, la sub-

stitution correspondante

07 = /?i X -T- /t Y + /j Z

,

y = ni' X -+- «'Y -+-/>' Z,

z = m' X ~ n"\ -H //'Z,

en posant, pour abréger,

M (a) = m -f- xni'-^ a"-/n", X (a) =z n -\- a/i'-i- a- n" , P (a) ^^ p -\- a/y'-^ %-p ,

M(P) = m -n 3m'-^ ^^m", X(3) = /i -f- 3«'-+- 3-^«", P(3) =/? 4- ^p'^ ^'-p",

M (y) = m -^ Y ni'-+- Y" m", X (y) ^ n -\- ; n'-^ -;'- n" P (y) = /?-(- Y/J-^ 7'/^%
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y deviendra

F = [XM(a) + YN(a) + ZP(aj]2

-+-A[XM(«.; + YN(P) + ZP(P)][X,M(y) + Y.\(v, + ZP(y;].

Soil encore
1 ill = M2(a) + AM(^)M(Y),

(I) ïl =NMa) + AN(P)N(Y),

( P =pm«) + ap(?)P(t);

on aura, d'après le caractère principal des formes définies rédiiiles,

imn''<(-3)'D ou <UAA)2,

d'où, en supposant iïi < H < p,

(?.) ln<(4AAJ^ iHm<(iAA)2, iivHi<MAA)2.

Or de là résultent plusieurs |)ropriétés essentielle (pic je vais d"a-

bord établir.

En premier lieu, le nombre entier

i) = M(a)M(p)M(Y)

vérifie la condition

.<(|f^;

car, (Taprès la première des (''ipialions (i ). le procbiil des di-ux fac-

teurs iM(«), AM(i3) M(y) ne peut dépasser son maximum *

d'où se lire la limile indicpiée.

Secondement, les d(Mi\ p()l\noni(^s à coefficienls entiers, savoir :

<l>(a) = N(a)M(,3)i\I(Y), ^1'(ï) = Pi^^ ) M( ?) M(y),

(uii sont rcspeclivemenl de la lorme

<I>(x) = cp -4- acp'-f- a-o", W{x) = <\i -+- a-V-i- a-'^.

oui de même leurs eoeHiiienls limiles. \a\ ellel. on a. d apiès les

relations (i),

N(a)<\/Û, AM(3)M(y)<1«,
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(loue

A«I>(a)<invAT,

cl, par la soroiulc des ('(|iiali(ms {'i),

<l'(a)<4A,

cl l'on aura de même
M-(a)< jA.

Soil cnsuilo, j)uisque p cl y sont deux imaginaires conjuguées,

doù
pî = 1>(j3)*(Y) = N(p)N(Y)M2(a)M(!3)M(Y).

La seconde des équalions (i) donne d'abord

AN([3)N(Y)<n;

on tire ensuile de la première

M2(a)AM(p)M(Y)<îitt-,

et l'on en conclut la limite

p < aA.

Ainsi on peut poser, en désignant par s et Tj des quantités com-

prises entre + i et — i

,

<& ( a) = cp -H a'j' 4- a^ cp" = 4 ^ -)

<ï>([3) =:cp-f-pç)'+ p2cp" = 2AY]ef)»'^,

cï)(y) = 0-1- Y?'+ Y^?" — 2A-/;e-9'''-',

d'où

donc

3cp = 4 A (s -V- 7) cosô),

3<p' = 4v/Â2[£ + -/i
cos(6-+-|7r)],

3^"= 4 l/Â[t^ r, cos(0 — f -)];

et l'on obtiendrait des limites semblables pour les coefficients du

poljnome W, lesquels donnent lieu d'ailleurs à la condition re-

marquable
o' 'il"— '?"

'l''
^^ — --•

Cela posé, d'apèrs tout ce qui vient d'être établi, nous repré-

senterons la transformée déduite de la substitution effectuée dans/,
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F
non plus |iar F, mais par ^rr—^— = £, forme évidemment réduite

en même temps que F et que j'écrirai ainsi

^^L M(a) ^^M(a.^J
M(p)M(Y)r ^N(P) P(3) -1 r^^N^Y) Pry) -1

ou Ijh'u

ia_r 5^ ï^ -ir *fX2Y+î^zl.
iVl»(a) L

«> i> J L 12 " J

Or, A croissant d'une manière continue à partir de Aq. nommons

A,, Ao, Au, . . . la série des valeurs auxquelles viennent successive-

ment correspondre des formes réduites distinctes S. i^,. £,.• -fa

Toutes ces formes seront comprises dans le même type que £, mais

on peut concevoir que l'une quelconque d'entre elles soil obtenue

au moyen de la |)récédente, en y inlroduisanl la valeur de A. à

partir de laquelle elle cesse d'être une forme réduite, puis lui ap-

pliquant la nK'thode générale de réduction. En procédant ainsi, le

calcul relatif à la série entière des valeurs de A, est ramené à un

nombre limité d'opérations. En efifet, le nombre entier désigné

d'une manière générale par Q, et les coefficients entiers des polv-

nomes O et^F ayant des limites finies, on arrivera nécessairement

à deux valeurs de A, A/ el A,, auxcpiclles eorresjxuidronl deux

formes, £i, £/, qui rej^résenteronl absolument la même comliiiiai-

son de ces quantités, baisanl donc croilre A, dans S-,\ à partir de la

limite A/,, ou verra se re|)ri)(liiire, dans le même ordre, les di\eis

termes i"/^,, 4." ,^.2, ... de la suite obtenue pour le premier inter-

valle de A/ à A/', et, jusqu'à la limite extrême des valeurs Ao A.

l'ensemble des formes réduites sera cette série d'un nombre lini

de formes, reproduilr une lullnih'- de fois.

En la considérant d ailbnirs dans Tordre inverse, elb^ ollrirail le

résultat d'un svsième d'opérations où Ton aurait fait décroître la

(piaulil('' A (I une Miauirrc conliiiue (lt'|)iiis A. |ii-qn .'i A,: IcMiSiMuble

des formes correspondantes aux \al('ur> indelininn^nt iléeroissoules

de A sera donc encore la même suite prolongée à riiilini dans un

sens opposé.
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Si ce nVsl |);is li()|) pn-siiincr de \<)li(; indulgence el si j'avais

réussi à vous inlércsscr un peu à ces recherches, je m'estimerais

bien heureux de vous adresser encore ce qu'il pourra m'arriver de

rencontrer dans la même voie. Après avoir prouvé que les pro-

priétés précédentes sont caractéristiques pour les racines de toutes

les équalions du Iroisième degré à coefficients entiers, je me suis

arrêté à (pudiques recherches sur l'équation M(a) M([îi) M (y) = i

dont je pense ohlciiir la solution complète. Mais je désirerais sur-

tout pouvoir vous soumettre un Travail sur les équalions modu-

laires, dans lequel j'ai établi une proposition énoncée dans les

QEiwres posthumes de Galois, imprimées dans le Journal de

Maihématir/ues, et fjui consiste en ce que les équations modu-

laires du sixième, huitième et douzième degré peuvent être abais-

sées respectivement au cinquième, septième et onzième degré. Je

me suis proposé en même temps de retrouver ces relations si sin-

gulières que vous avez le premier découvertes entre les racines M^

M', M", ... de l'équation F (A", M) = o, mais je n'ai pu j réussir

malgré tous mes efforts. Ces premières propriétés d'irrationnelles

algébriques, non exprimables par radicaux, me paraissent du plus

grand intérêt; comme les propriétés des racines des équalions re-

latives à la division du cercle, elles serviront de point de départ

pour pénétrer plus avant dans la théorie générale des équations.

Ne publierez-vous donc pas un jour, Monsieur, les principes si

cachés qui vous ont conduit à ces beaux théorèmes? Il me semble

que ce serait encore une voie nouvelle que vous ouvririez aux re-

cherches des géomètres, dans une des théories les plus vastes et

les plus difficiles.
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Troisième Lettre.

Je dois à l'obligeance de M, liorcliuidl d'avoir reçu voire der-

nière Lettre qui m'a été bien précieuse, en portant à ma connais-

sance l'écrit de M. Gauss sur les formes quadratiques ternaires.

J*ermellez-moi de vous remercier aussi de toutes les autres indica-

tions que vous avez eu la bonté de me donner, mais dont mon

ignorauce de la langue allemande m'empêche malheureusement de

profiter comme je le souhaiterais. C'est M. Borchardt lui-même qui

a bien voulu me traduire l'article de M. Gauss, mais jusqu'ici je

n'ai pu trouver personne pour me continuer le même service, et,

à mon grand regret, je reste complètement étranger aux travaux

de M. Kiimmer sur les nombres complexes, qui m'intéresseraient

vivement.

Gomme vous le savez, Monsieur, le but de mes premières re-

cherches avait été d'examiner le nouveau mode d'aj)proximalion

que vous avez donné en établissant l'impossibilité dune fonction à

trois périodes imaginaires. Ce n'est que longtemps après que j'ai

vu comment cette question, et une infinité d'autres du même genre,

dépendaient de la réduction des formes (piadratiques. Mais, une

fois arrivé à ce point de vue, les jiroblèmes si vastes que j'avais

cru me |)roposer m'ont semblé peu de chose à côté des grandes

questions de la théorie des formes, considérée d'une manière gé-

nérale. Dans cette immense étendue de recherches qui nous a été

ouverte par M. Gauss, l'Algèbre et la Théorie des nombres me
paraissent devoir se confondre dans un même ordre de notions

analytiques, dont nos connaissances actuelles ne nous jiermeltenl

pas encore de nous faire une juste idée. Peut-être, cependant,

doil-on enlrcvoir (pi il apparlicndra à ctitt' |>artie de la sci(Mice,

constituée ainsi sur ses véritables bases, d'ollVir le tableau de tous

les éléments, en nombre fini ou illimité, dont dépendent les ra-

cines des équations algébriques, séparées en types irréductibles el

classés snivanl leurs lapporls naturels.

.le ne sais si j'aurai réussi à faire' un jiremier pas vers un but si

éloigné, en donnant une méthode pour la réduction des formes bi-
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iiiui'cs (le (lct;it'' (|ii('l(uii([iic
(^

' ). Jcssa ycfiii plus l;ii(l <!< poiii^iii vrc,

sous ce |)oii!l (le suc, les conséquences des résultais que j'ai oIj-

lonus, mais, jus<[u"à piésenl, j'ai été plutôt préoccuj)é de la re-

cluM-clic des piincipcs propres à la réduction des formes les y)lus

génér;il<'S coiniKtsc'cs (liiii iioinhic (picIcoiK juc (1(; sariahles, (pies-

tion capitale et ([ui peut-être sera hien au-dessus de mes forces.

Voici néanmoins sur ce sujet un |)remier théorème destiné à pré-

senlcr, dans le sens le plus étendu, la notion des formes adjointes

de M. Gauss.

Soit

(l) X=/(^l, X,, ..., Tn)

l'expression générale d'une fonction homogène du m'^""' degré

à n variables. Faisons

, ,
^X d\ d\

("^ ^=-^'-' .7^^->'-^' ' ^=-^"'

par r élimination de Xx^ x.,, .

.

.. x,i on a//-ivera. à une équation

(3) Tr(X,JK,,7o fn) = o.

Cela étant, les coefficients des diverses puissances de X se-

ront ce que j'appellerai les formes des divers degrés adjointes

à f(xt, x-2^ • ••. x,i), et je les désignerai généralement, en sup-

posant égal à l'unité le coefficient de la puissance la plus élevée

de X, par

ffiri^ Vi, j-n).

Or on aura le théorème suivant, comme conséquence immédiate

de la définition qu'on vient de proposer :

La fonction homogène

f(Xi, 3-2, .. ., T,i)

devenant
F(X„X,, ...,X„),

pa/- la substitution

Xi = a\ Xi -1- aoX.) -T-. . .-h a,iX„,

x-i = 6i Xi -f- 62 -^2 -I- • • • -t- l^n ^«,

Xn = /i X, -H /o X2 — . . . — /„ X„,

() Journal de Crelle, t. 36, p. 357, et p. 84 de ce Volume.
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si l'on désigne par G la forme adjointe, composée avec les

coefficients de F, comme g est composée avec les coefficients

de f, on aura

ff(y„j,, ...,y„) = G(Y,,\,, .... Y„),

en prenant
Yi = «ijKi -t-^i72 4-.---H/ir'M

Y, = aoj'i -t- b^ji-^.. .^l-iYn,

1 ,j = a„y\ -V- bnYz -!-...-}- Iny n-

Mais il importait surtout d'obtenir le résultat général de l'éli-

mination des variables ^,, ^o? •••; Xn, entre les équations (i)

et (2). Voici comment on peut y parvenir :

vSoit

une nouvelle fonction homogène du wi'"""^ degré de x^^ X2, ....Xn'-,

j'observe que, au mojen des équations proposées, les suivantes ont

lieu, savoir :

cp = o

et

do do do—^ = o, —L = o, —-!- = o.
axi axy dx,i

\iX\cs se réduisent en effet à des identités, en mettant à la |)lace

de X, d'une part, et dej,, y^, •••O'"- ^^ l'autre, leurs valeurs

en XiyX^f ..., Xn, telles que les donnent les équations (i) et (2).

Donc la question est ramenée à l'élimination de a*,, Xo, ..., x,i

entre les équations homogènes

do do do-~ = o, -~ = 0, . . .
,

-j-i- = o,
dxy dx., dx„

car l'écpialion ï3 = o rentre dans celles-là. et on peut lOnK^lre.

Ainsi, re|)résenl;inl la Corme /" par la somme des valeurs ilu

produit

;r','.r^...y; A/,,/, /„,

lors(pr()n allribue aux (pianlilés / tous les svslèmes de valeurs en-

tières et positives qui vérifient la condition
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Cl (l(''si^ti;inl par

i = o

la rclalioii ciilrc les cocriiciciils A (Hii résnlle de réliiniiialion de

.f ,, X-,, . . ., d'n entre les (•(|iiali()ns

-^-O -^ = () -^=0
dXi ~ "'

(/X2
"'

' "
'

O^'^/J
'

on aura le lliéorème suivanl :

L'rr/uation
ll(X, Jl,.)'2, ...,rn) =0

s'obtiendra en remplaçant A,-|./^,...,i„, dans

£ = o,

pai-
yi\ y't y'"

X"'-A,., ,,-iiui. i'^'l,:.' ^

(/, , /.j. . . ., /„) étant le coefficient numérique de y'^y';- . . .y\i dans

le déK-eloppement de la puissance potynomiale

Oh observera seulement qu'il j aura lieu de supprimer comme

facteur étranger une certaine puissance de X, ce qui n'altère en

rien la forme analytique du résultat que je viens d'obtenir.

L'application aux formes quadratiques est bien simple. La forme

proposée étant
n n

1 1

SOUS la condition ordinaire

la forme adjointe g sera
n n

D étant le déterminant de la forme /.

Je prendrai encore comme exemple les formes cubiques binaires

f = ax^ -+- 3 bx'-y -!- 3 cxy- -h ey^.
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Dans ce cas, rcxprcssion désignée j)ar £ coïncide avec le déter-

minant unique de la forme, tel que je l'ai obtenu dans la théorie

de la réduction, et le coefficient du second terme de l'équation en X
donne la forme adjointe

[d£ , c?i , di ^ di \
-r- x^ -\--rr x-y -f- -j- xy- -i- -r j'

)\da db -^ de -^ de-^ )

= - [( ae"-— Sbce -i- '}.c^)x^ — 3 (ace — -.i b-e -r- bc- )x-y

-f- 3 ( v. ac- — abe — b- c)xy- — ( 3 abc — a-e — ib^
j
J'' ]•

En étudiant cette forme que je trouve dans un des Mémoires de

M. Eisenstein, j'ai reconnu qu'elle se déduisait de /, en j rem-

plaçant les variables par les deux expressions linéaires

dA> d^
dx dy

$ étant l'expression quadratique

(rtc — f^'-}y- — («^ — bc)xy -^ (be — c- )x-,

considérée encore |»;ir M. Eisenstein, et par moi-même dans la

Note du Journal de Crelie, sous la forme

(a- 3)2 ( j. _ Y.r)2 -r- ^^ - ':)Hy- aj-)î-+- (y - a )Hy - ^xf.

a, ,3, Y étant les racines de l'équation

ax^ -+ 3 bx- -+- 3 c.r -h e = o.

.Mainlenanl, Monsieur, je loviens à la lliéorie des lormes (jua-

dratiques, pour essayer de vous compléter quelques points de la

dernière Lettre que j'ai eu l'honneur de vous écrire. Et d'abord,

j'ai dû reconnaître que ce qu'on devait se projioser avant tout, dans

la théorie de la réduction, était de tlécouvrir les valeurs entières

des ui(liiiiiiim('cs pour h'squcllcs uiir iormc dclinie donnée était

la plus petite possible. iJe là, en elVet. se tireraient les consé-

(pienees suivantes :

1° En cherchant la série des mininui de la forme binaire

{y-axy^'^.
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pour loiilcs les \;il(iirs |t(isili\('s de la (|ii;mlil('' A croissaril d iiiie

maiiiri»' ((inliiiiic tic /.«'to à I iiiliiii, Ifis diversrs ffactions — ic-

prrscnlcidiciil reDscnihlc des rt'duilcs, de la fraction continue

éf/t/i^alentc à (t.

•>" 1*^11 chcrcliaiil de int-iue la sthic des niininia de la loniic Ler-

iiairc

A(^ — ax)"- -\- V,{y — bxy-\- ^,

nù A cl ]} sonl deux (juauliLés [)usilives quelconques, a el b deux

<iuaulrtés réelles, toutes les fractions - j — auraient ce caractère

essentiel (fu en choisissant un dénominateur x^^ moindre cfue x^

deux autres fractions, — j — > donneraient nécessairement
Xq Xq

A(-û — «^0)" -i- I^(jo — ^-^o)' > -^(^ — rt:p)2 -f- \\(

y

— hx)-.

Car, si celle Inégalllé n'avail pas lieu, l'expression

A ( 3o — «^0 )- -t- B(.)-o- bx^y--^ -^

serait moindre (jue

x~
\{z — axy- -V- B ( r — bxf- -r- —

;

donc celle dernière ne serait pas, comme on l'a supposé, un mi-

nimum.
Cela élant, si l'on observe qu'on peul toujours faire

A{z - axy ^ Biy - bxy- -^ -^ < 4 / ___ ,

et a fortiori

k{z — axy-^V,{^y—bxy<y ^^^

,

on voit cpie, en faisant croître continuellement A, la série des frac-

tions - > — converoe indéfiniment vers les limites a et h. el que,
V X ° ' l '

pour chaque approximation, la somme des carrés des erreurs

:; — «^, y — hx, multi[)Iiés par les constantes A el B, est un mini-

mum ^
cesl-à-dire que cette somme augmente, si le dénominateur

commun x diminue.
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Ce (lui précède indique sufrisanimenl une infinité d'autres con-

séquences analogues, qui toutes viennent dépendre de la recherche

difficile d'une limite précise du minimum d'une forme définie quel-

conque. Là-dessus je ne puis former qu'une conjecture. Mes pre-

mières recherches, dans le cas dune forme à n variables de déler-

luinaul D, m'avaient donné la limite

I
— !

je suis porté à présumer, mais sans pouvoir le démontrer, que le

coefficient numéricpie (- )' doit élre rem[)liicé par — -

Gomme application des mêmes [)rinci|>es, je considérerai en-

core la question suivante :

Etant donnée une expi-ession imaginaire a -r- b \:— i : dé-

terminer les entiers complexes

^ -+"
J' /— 1 ? t ~ u \l I ,

pour lesquels la norme de

{x -^_^' \/— i) (rt ~- b \/^) — {f^u \/^)

.soit la plus petite possible, sous la condition que x- -7- r- soit

au-dessous (Tune certaine li/nitr.

On chei'cliora les mi ni ma successifs do la forme à quatre \a-

riahlcs

y = ( ax — t>y — n- -1- (' nv — t).r — u )- -f-
~-

,

|)()ur loutes les valeurs de A; les diverses fractions conqdc\(>s

t -^ u \/— I

X -Hy y/— 1

aii\(pi<ll('s on p,ir\ icudra aiii>i, jouiront de ctitc pio|)iiété earac-

l(Ti>li(pn' ijue le module de la dij/erc/ice

, I
/ -^ H v/ - I

.r-i-j)V—

1
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rroilid nrcessdircnient en prenant toute autre fraction dont

le dénominateur aurait un module moindre.

Mais une autiv; |)i<>|irMit'' <l<' ces fracliuiis It's iii|)|)r()(:li('ra cu-

ire dava

Soient

core davantage des rédiiilcs de l.i llicorie des fractions continues.

t -f- Il \/— I ^, + «0 y/— I

deux fractions dilleienles ([ui eorres|)ondent à deux minima con-

séculil's de la forme f^ de sorte que les deux valeurs de A qui ont

donnt' lieu à ces deux fractions soient infiniment peu diflérentes

Tune de l'autre. Alors, en observant que le déterminant dey* est

en général -rr, » le premier minimum donnera, en admettant la con-

jecture ci-dessus,

^2 _j_ Y' 'î. \

{ax — by — ty -\- {ay -\- bx — «)- ~ ' ^ <i tt^ -t^?
î/5 v/a

el le second

ce —'- V 9

A -I- w ^5 y/A _u oj

00 désignant une quantité aussi petite qu'on voudra. Cela posé,

multiplions ces deux inégalités, membre à membre; on trouvera,

vu emplovant une formule bien connue (M,

\{ax~l)V~t){axo— bxo— tQ)-i-{ay-^bx— u){ayQ--b.r^)— «o)-*- " ' "'

—
( u.r — by— t

) (rt^'o -f- 6j7„ — u^) -4- {ax^^ — bvo— «'o) ('?/— bx— ii) .

(
v/A(A-i-w)

(
(y/A— oj — \^''\)\n ( yvn— xxn) -i- b (xqV -h xyn)-^toT— t/p rj-j-y/Ai'»)-,,— »o i — tpx— x„t) |''

I

( \/a— co— v'a ) [a (yxn+ xy^ ) -r- b (xxo—yyo)— toy — ii,t x] -^ y/A itvn— tpr -h itx^— ir^jx)
j

•

( v/-^(A-^co; I

-1
'

/5 /A ( A -T- oj )

'

d'où, en négligeant les deux premiers carrés et introduisant la

(') La formule d'Eulcr, qui donne sous la fornie d'une somme de <[ualie carres

le produit de deux sommes de quatre carrés, suit immédiatement de ce que le
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condition (|iie o) est iiilinimenl pelit.

( ujo — uoy -^ (o^— '^0^ )--i-((yo — fof -- «^0 — "u-y)- < -,- »

et, par conséc[uent,

(uvo — iioy ^t^x — Xoty^-h (tfo — hy -^ ux^— u,,xf = I.

Ainsi, la norme du numcraleur de la dilTérence de deux fractions

complexes consécutives est Vanité; on eût obtenu Vanité ou le

nombre deax, en employant dans l'expression (bi ininiiiium de /

le facteur
( ^ ) au Heu du coefficient hypothétique

47; (' )•
\ J / y/S

La méthode précédente s'applique encore aux iiond)r('> com-

plexes X + y\J— /?, dont la théorie est plus difficile et sur laquelle

produit des deux déterniinanls {ad — bc), {a' cl — b'c') est le déterminant du

système
Y aa' -^ bc' , ab'-r-bd'l

L ca' -i- de', cb' -.- dd' j

En elTcl, il suffit de suj)poser

a — p -r q s/— '. b = r -h s ^ — 1, c = — r + s y/— i . (^ ^ P —
<7 V — '

^

a' = p' -^ g'
\j
— I, b' — r' -^ s' \^— i. c' = — /'-(-a'v— 1, d' — p'— q' \ — i

pour oIj tenir

{
/^- -1- 7' + /•- + 5=

) (
/>'= + 7'= -t- /•'- -h s'= )

= ( pp'— qq — l'i' — ss' )- -+
(
pq'-\- qp' -+ rs' — si' )-

-+ (pr' — qs' -h rp'-\- sq' )- + {ps'-i- qr' -h p' s — q' ry.

(".elle de I>agrange vient en niellant 7 y V, /-yU. 5\ Vlî, ... au lieu dcq.r.s

(') M. Ilennilc a repris cette question dans un Mémoire ultérieur en se ser-

vant des formes (|uadrali(iues binaires à indélerniinées conjuguées, et démontré
rigoureuscmeni (]iie la norme est bien égale à ////.

On doit remar(|uer (jue la limite li\ potliéli(|ue ^—
'{ D admise par M. Her-

i' " '

mile e<l Irop faible. Pour /( =^ /|, clic ne donne déjà jilus la limite supréieure du
mininuun. lui ellet, cette limite est alors, d'après MM. Ivorkiiie et ZolotarolT,

V2 y D, et c'est là une limite jnécise (|ue l'on ne peut abaisser. Comme \ a sur-

passe -rpj la limite livpolliéli(|ue est trop faible. .Si l'on ie|)rind lecalcul ci-dessus,

en remplaçant —^ par^ .', on retrouve d'ailleurs le résullat de M. Ilermile, qui

V •'

se trouve alors aussi comiilèlemenl établi par cette \oic. E. P.
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y. inc [)ri)[)osc de revenir. Mais ce n'est (jii'au mujcn de la rédiic-

lion de formes de degrés plus élevés qu'on pourra résoudre les

questions analogues à la précédente, dans lesquelles entreraient

le.s nombres com|)lexes rcels x +y \Jn et ceux qui dépendent d'ir-

rationnelles nunu'riques |)lus compliquées que les radicaux carrés.

Voici mainlennnl une autre série de questions ini[)orlantes dont

la sdliilion dépend encore de la recherche du minimum dune

ronut^ (piadr:ili(pu^ et fju'on peut comprendre dans cet énoncé gé-

néral :

TroH\;cr, en nombres enlievs, le minimum du produit d' un

certain nombre de fonctions linéaires et homogènes, à coeffi-

cients réels ou imaginaires.

Nommons

les fonctions linéaires à coefficients réels,

gU ^2, ..., g„'\ /il, //2, ..., hn'

les fonctions à coefficients imaginaires, gi et hi étant des fonctions

conjuguées. Si l'on suppose que leur produit prenne la plus petite

valeur possible en attribuant aux indéterminées les valeurs en-

tières X ^ X(,, y ^=yçsi • • -, et qu'on désigne alors par

J 11 J i' • • • ' J II

ce que deviennent les facteurs linéaires réels, et de même pai-

o-o /,n. „o /,o. „o, /, 0,
ftl> " 1 ; O -11 "i- • • • : bai "-ni

les iliverses couples de facteurs conjugués, je dis que la forme
cjuadratique

t\^
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M étant moindre que «4-2/?'; comme le produit des facteurs

sera toujours inférieur à son maximum

f
!\I

\ «4-2/!'

\n ^n -iri j

la supposition de jNI < n 4- ?. /i' conduirait à

fJ,...fn.^^h,.g,h^...6n'h„<f\f\...n,g\h\.sVx%...gl-hl;

et, par suite, le produit des facteurs linéaires ne serait pas, contre

l'hjpothèse, le plus ])etit possible pour a; = a^o, J^ =j)''o; l'a-

joute qu'en faisant M =:/2 + 2«'le produit (a) ne pourra atteindre

son maximum ou l'unité qu'autant qu'on aura

\w "''
v/i)

"''
v/i)

"'

7,o/,o'
~'' />•"/?»"'' '"*'

•""/AO'A 1 "i 6 2''! o n"-n'

Nous voici donc encore conduit, comme vous le vojez, Mon-

sieur, à cette recherche singulière de tous les miiiima. d'une

forme quadratique, correspondant aux dii'c/s systèmes de

valeurs de plusieurs paramètres qu il faudra supposer passer

par tous les états possibles de grandeur. Telh^ est du moins la

voie qui nous est ouverte, par l'analyse précédente, pour la solu-

tion de nombreuses questions, parmi lesquelles je choisirai celle-ci :

o{cf.) désignant un nombre entier complexe, composé a^ec

une racine a de Inéquation ¥{x)= oà coefficients entiers, celui

du premier terme étant P unité, troui'er toutes les solutions de

l'équation
Norme cp(a) = i

.

Soit M un mi/iimum d une quelconcpio des formes définies

, ^ ?(P.)? (ïi)
, , ?(Pî)9(yO

,
, ., i<Mliiii:l+ 2

Yif~^^ Kl
-^•••-^ K^-^'
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clans 1ps(|ii('IIcs a, , a,, . . ., a„ désignent les racines réelles, et [j), Yi;

p-ij Y2 ; • • •
I i^//') y«' Itî^ couples des racines imaginaires de l'équa-

tion F{x) = o. En faisant, pour abréger, n-\-2n' =: m, on déduira

de la liniilr
1

/ ' \ ri'" — Il /—
M < (iV (/d.

V

où D est le déterminant de <I>, la relation suivante :

/4\i"""'-»» A
Normeçp-^(a)<(^-j- —,

dans laquelle A représente la valeur absolue de l'expression

F'(a.)F'(a,)...F'(?„')F'(Y«'),

et où n'entrent plus les valeurs de A,, Ao, . . ., K), Ko, . . ..

Donc, quelles que soient les (jnanlités Aj, Ao, . . ., K„', le mini-

mum de $ conduit à une valeur toujours limitée pour la norme

de ^(a); mais ce qui a été établi précédemment fait voir, de plus,

cpi'en faisant passer A(, Ao, . . ., K|, Ko, . . . par tous les états pos-

sibles de grandeur, on obtiendra nécessairement toutes les unités

complexes, toutes les solutions de l'équation

Norme o( oc) = i.

Considérons une solution particulière telle que N 'Jo(a)= i , elle

sera donnée, par le minimum de z>, dans l'hypothèse suivante :

L?o(^i)J L?o(3t2.)J L?u(3:„)J

2
?o(Pi)?o(Yi)

"
' ç>o(3«')?o(y«')

Mais ne poui'rait-il pas exister deux ou plusieurs autres représen-

tations distinctes du même minimum et conduisant, par suite, à

de nouvelles solutions?

Observons, à cet cfiTet, qu'on a les conditions

Lîo(='i)J ' L?o(a2)J '
' L?o(^«)J

~

?o(|3i)9o(Ti) '
' ?o(?.-)?o(ï«') ''

déjà établies précédemment, de sorte qu'en supposant l'équation
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F(^)= o irréductible, si l'on prend '^(a,) ^ 'io(3'-i)r la même équa-

lion aura lieu pour toute autre racine réelle ou imaginaire, et il en

serait de même en partant de la condition cp(a,)= — -s^oiTi,). Or,

le premier cas conduit nécessairement à x = Xq, j'=j'o- • • •• et le

second k x = — Xq, y= — jKoj

Mais, si toutes les racines étaient imaginaires, la démonstration

serait en défaut; dans ce cas, on est conduit à détacher de l'en-

semble général des solutions un certain nombre d'entre elles qui

olFrent ce caractère singulier de donner lieu à des entiers com-

plexes dont le module analytique est V unité. Ainsi du mini-

muin de la forme

'fol?!) 'foCyi) ' 9o(32}-Jo{Y2> ?0(?rt')?0(Yn')

on déduira non seulement

?<?i)=?«(3,), •f^ri)=?o(Ti^- •••' 'f^3„0 = ?o^3„\ ç(y„.) = =o(y«0,

mais encore

T(?i) = ?o(?i) 'K.3i), o(y,) = :p„(y,) .i(YO,

?(?«') = ?o(3„ ) 'M?,.'), ?(Y"') = 'fo^r«') -My"').

les nombres entiers complexes 'h satisfaisant aux conditions sui-

vantes :

1'(Pi)4'(Yi)=^ ^(P-2)'l^(Y2) = i •M?«')<!'(Y«)=>.

cl l'on jiourra en faire abstraction puisqu'ils peuvent être déter-

minés d'avance. J'ai trouvé, du moins, qu'ils ne pouvaient être

que de cette forme, sai'oir :

2^-
,

—

/. ('/ l étant entiers. Le dénominateur / est sans doute égal au

nombre 2n'-\- i, mais je n'ai pu encore suffisamment approfondii-

toutes ces circonstances qui me paraissent bien singulières.

()uoi (piil en soit, les considérations (pii précèdent établissenl

(pion n'aura jamais à rechercher qu'une seule représeiilalion. eu

nombres entiers, de chacun des minima distincts, (lonnant lieu

à une unité complexe, qu'oflrira la formt^ «^, lorsque les (pianlités

A|, A, A„, Kl, K: \\,r
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|)ii.ssi'i(tiil j)iir tous les clals possibles de grandeur. Mais, une fois

amenés à celle nou\elle recherche, il faul recourir à la théorie de

la réduction des formes quadratiques quelconques. Je vais, avant

toul, (lélinir ce que j'appelle réduite une forme donnée {^).

Soicnl y ccUe IVirinc, v\ f\ f'\ ...la série entière de toutes celles

(|ui lui sont é(|uivalenles. cl (|iic je représenterai, d'une manière

générale, |)ar

/= y y ajiXiXj,

1 1

en suj)posant (pic les coefficients des carrés, rangés par ordre crois-

sant de grandeur, soient

Cela étant, nous subdi\iscrons, progressivement, l'ensemble de

toutes les foruies équivalentes, en réunissant dans un même groupe :

i" Toutes les formes où «,^, a la plus petite valeur possible;

2" Parmi celles-ci, toutes celles où «o <> est également un nii-

nimum
;

3" Parmi les précédentes, celles où «3^3 est encore un minimun»
;

et ainsi de suite, de telle sorte qu'après avoir épuisé la série «1,1,

c/o^o, .... a„^n on arrive à une ou plusieurs formes dont les coefli-

cicnts des carrés sont nécessairement les mêmes.

Ces formes offrent un caractère essentiel qui consiste en ce que

toutes les expressions quadratiques

(«/,/, «/,/, Clj j)

sont réduites. On peut établir qu'on a la limite

a, la.,. .. a,, „ < ,uD,

|jL étant un coefficient numérique ne dépendant que du nombre n

des variables; mais je ne m'arrêterai pas à la démonstration.

Revenons au dernier groupe de formes équivalentes auquel nous

venons de parvenir, il pourra être subdivisé de nouveau, d'après la

(•) Il est clair, d'après les opcralions indiquées, qu'il s'agiL seulement ici de

formes déliiiies. E. P.
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grandeur des délerniinants

A,_y = aiittjj — aj
j,

en réunissant ensemble :

1° Toutes les formes où A|^2 sera le plus petit possible;

2° Parmi ces dernières, toutes celles où A,, 3 est également un

minimum;
3° Parmi les précédentes, celles où A| ,4 est encore un minimum :

et ainsi de suite, de telle sorte qu'après avoir épuisé la série

Ai 2, Ai 3, . .
.

, A| „,

un passe à la suivante

A, 3, A,v. .... A,_,„

puis à celle-ci

As,*} A3 5, . .
. , A3 „,

et l'on continuera jusqu'à ce qu'on soit arrivé, en dernière ana-

lyse, à une ou à plusieurs formes oflrant des valeurs numériques

égales, pour toutes les quantités A/.y.

Mais il est évident qu'alors les valeurs absolues des coefficients

ai j sont pareillement les mêmes. Or la forme unique qu'il faudra

définitivement choisir pour réduii-e s'obtiendra par la considéra-

lion des déterminants ternaires

A,y /, = ai iUj jQKk + '>C'ijai kaj k — ai iOjj.— ojjajj. — Ckkaj j,

en opérant comme on a fait précédemment a\ec les fonctions \ij.

l^es formes réunies en dernier lieu, oflrant les mêmes valeurs des

diverses expressions A/.y^A, deviendront identiques [^), en rendant

positifs par exemple, ci>nini<^ cela est toujours possible, tous les

coefficients «,^|.

Réduire une forme donnée/, ce sera donc chercher la transfor-

mation de cette forme en la réduite équivalente telle qu'elle \ienl

d'être définie. Cette réduite, comme vous le voyez, Monsieur, n'est

pas celle à laquelle comlnil la méthode que j'ai eu l'honneur de

vous soumettre dans ma ilcrnière Lettre. Il v aura donc lieu d'es-

(;') Si certains des coefficients a,,(i=: 2,3, ...,/ï) étaient nuls, on n'obtien-

drait pas ncccssaiiemcnt ainsi l'identilc des deux fornies, mais il est facile do

combler celte lacune de manière à avoir toujours une réduite unique. E. P.
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pércn' iitK.' iKJuvcllc siil)^liliili«tn, mais jiiscjirici je n'ai vu «l'aiilrc

niojeii à t'in|)I()jcr (|iic celui qui csL iii<li([ué par l'analjso [)rcc(';-

denlc cL (jui consislo à forjiiei" la série cnlirrc des foiines aux plus

[)elils coclliciciils des carrés. Seulcineiil, il est facile <\c ({('inoiilrer

que leur nombre <i une lini'ile indépendante du déterminant et

qui estfonction uniquement du nombre des indéterminées.

Dans le cas des formes ternaires, les réduites jouissent d'une pro-

|)ri(i('' (pii mérite peut-être il'ètre remarquée, car elle ne me pa-

raît pas s étendre auxformes contenant un plus grand nombre

de variables. Elle consiste en ce que toute forme ternaire ré-

duite '-^(x, y, z) prend une valeur moindre, en diminuant celle

des variables dont la valeur absolue est plus grande.

Soit
o = ax- -H a'y- -f- a" z"^ -\- '?.byz -i- ib'xz -+- xb"xy.

En sup|)Osant quelconques les signes des coefficients b^ 6', l)\ ou

peut admettre que les indéterminées sont positives. Or, en suppo-

sant ^=y, o;^ 5, on prouve aisément la proposition énoncée ('),

dans chacun des quatre cas qu'offrent les signes de b' et 6", au

moyen des équations identiques

9(^ - 1-7, -) — '^M,y, z)

= — 2(37 — i) (d -{- b" -i- b') -h 7.b"(x —y — i) -i- ib' {x — :: — i) — a

= — •î.{x — i)(rt-f-6') — 2 b"y -{- •îb'{x — z — i) — a

= — li^x — i){a -T- b" ) -^ 2b"(x — y — 1) — ib' z — a

= — 2(ar — \)a — "i-b"y — ib' z — a,

les quatre expressions précédentes correspondant aux quatre cas

b' : h+,
b'-. — -^. h.

Je reviens maintenant à la recherche de toutes les représenta-

tions distinctes des divers minima de la forme quadratique

-^[^T-m'--[%^]'

(') Il peut y avoir un cas d'exception, auquel ne s'applique pas d'ailleurs la

démonstration de M. Hermite; c'est celui dans lequel les trois variables ont leurs

valeurs absolues égales à l'unité, E. P.
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correspondant à tous les systèmes possibles de valeurs de A,,

Dans cette forme, les quantités es (a) sont les valeurs d'une expres-

sion telle qiie

Xo -7- aj"i -h !x-Xi -r-. . .-r- a'"-' J?„, _),

en supposant a, Tune quelconque des racines de l'équation,

¥{x) = (>,

dont le degré n-\- in! est toujours désigné |)ar m. Cela posé, soit

pour un système déterminé de valeurs des quantités A et K,

^0 = «ojo -H (f\y\ -H . . .— a,„-iy,n-x,

^in-l — AiJ'o -^ ^iTl-^----^ 'm- ij'm-li

la substitution propre à réduire <I>. En posant, jiour abréger,

(a)/= ai -T- ai, -f- a'-c, -J-.
. .-f- a'"-'

//,

"t'C^') =„Vo(^)o — J'ii ^)i -H -H J„,_i(z ;,;,-!,

la transformée réduite sera

Mais on peut l'écrire d'une autre manière.

Soit yQ celle des indéterminées dont le carré a le ])lus petit

coefficient, et posons

N=(a,)o(a2)o...(a„)o(pi)o(Ti)o---(?«')o(Y«-)o,

il est clair que, a désignant lune quelcontpie des racines, —— sera

un polynôme à coefficients entiers en a, el (piil en >era «le même de

que je désignerai par(l/(a). Or, de la valeur-limite du produit des

cocflicicnls des carrés des indéterminées dans toule forme réduite,

telle qu'elle a clé indiquée plus haut, on déduit facilement, que



LETTRES Sia LA T 11 KO R I E DES NOMBRES. I 51

tous ces polynômes •i/,(a) ont pour coefficients des nombres en-

tiers ayant aussi des limites finies. Il en est de même d'ailleurs

de N, comme on l'a vu précédemmenl d'une manière spéciale.

Donc, Iransformanl ainsi les fonctions 'i/('>-), sa\oir :

^(oi)= î^ [j„NH-j-,':,fa)^,r.'i^i(a)+... + y,„-,'^„-i(a)],

et posant

(a/)n _ _l_ (?/)»( '{,)n ^ J__

l'expression de 'l de\ienl

el c'est là le type analytique (') auquel je voulais arriver pour y

rapporter toute forme réduite. Le nombre de ces types, comme on

le voit d'après le caractère des fonctions '/(a), est essentiellement

fini, et c'est là un résultat cpii ouvre la voie à un nouvel ordre de

recherches destinées, si je ne m'abuse étrangement, à jeter un

grand jour sur la nature si inconnue des irrationnelles algé-

briques.

Et d'abord, on en déduit immédiatement une démonstration

directe de la possibilité de Véquation que je me suis proposé

de résoudre, savoir
Norme ^(a) = [.

En effet, on a pour cela le théorème : Que lorsqu'une substi-

tution

X\. — qoVd ^cjxVi -4-. . .— (/,„_, j',„_i.

^in-l — ^0 J'o ~^ ^ij'l

correspondant à un système différent de valeurs de Xi. \2r •,

K,, Ko, .... conduit au même type réduit U*. le nombre entiez-

(') D'après M. Ilermite deux de ces types sont les mêmes lorsqu'ils ne diflerenl

entre eux que par rapport aux quantités A' et K'. Jacobi.
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complexe représenlé par le déterminant des quantités

(x)o (a)i ... (y.),n-i,

//(— 1:

aura pour norme V unité.

J'ai trouvé aussi : quHl suffisait d^obtenir le système des

substitutions propres à réduire laforme <I> dans un intervalle

fini des quantités A et K, les substitutions correspondant à

toutes les autres valeurs de ces mêmes quantités se dédui-

sant de celles-là.

De là on déduit que toutes les solutions de l'équalion

Noiine o( aj — i

peuvent s'obtenir par un nombre limité d'entre elles, convena-

blement choisies, mais d'autres considérations mènent à la même
conséquence. Je vais les indiquer en restant dans le cas particulier

qui me les a fait découvrir.

Désignons par a la racine réelle, et par j et y les deux racines

imaginaires de l'équation du troisième degré à coefficients entiers

x^ -+- Â.r- -H B.r -I- C = o.

Soient aussi 'o et 'i> deux unités complexes de la forme

X -t- %)' -r- X- Z,

je dis que de ces deux unités en résulte une troisième dont elles

sont l'une et l'autre des puissances entières.

Posons, en effet,

«I> =: o"''ii" *r = ç;"'otL"o,

m, /?, /;?„, //o élaul ([ualre nombres entiers lels que

inn^i — /"",» = I .

ou aura ix'HMprotpicmiMil

o = 'i>"o>r~" <!/ ^^- ^"""^~"'o.

De deux choses lune : ou I on piuina laiic par e\(Mn|de *!> = i , et

le lli(''oi'èni(' csl (IcMUoiilri' : ou bu-u au nionis <I> == 'ii", s élanl
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moindre (jiio rmiilé cl // poiivaiil |iirii(|ic une liilinilé de valeurs

diirérciiles. Or, ajaiil loiijours nonne <!> = i , on conclurait r|u'il

existe une in(înil(' de solutions de cette éfjuation dans lesquelles la

valeur de riiiiili' coiniilexe n'elle et celhi du module anal ylicjut;

des deux unités conjuj^ut'es iniaj^inaires seraient aussi voisines du

nombre i qu'on le voudrait, ce qui est absurde.

Une métbode toute semblable m'a conduit à démontrer que,

dans le cas des Irois racines réelles, toutes les unités sont les

produits des puissances de deux d'entre elles qui ne sont pas ré-

ductibles l'une et l'autre aux puissances entières d'une troisième,

et il ne me paraft |)as difficile d'étendre les mêmes considérations

au cas le plus général.

Quatrième Lettre.

La dernière Lettre que j'ai eu l'honneur de vous écrire était à

peine partie que j'ai eu communication, par M. Liouville, d'une

Note tirée des Comptes rendus de votre Académie, et dans laquelle

vous traitez de la réduction des formes quadratiques, à coefficients

entiers, sous un point de vue qui ne se serait jamais présenté à mon
esprit et qui m'a vivement intéressé. Le résultat plein d'élégance

auquel vous arrivez par une méthode si simple m'a fait rechercher

si, dans ce nouveau type de formes réduites, il y avait encore pos-

sibilité d'obtenir «^65 limitations des coefficients, fonctions seu-

lement du déterminant.

En j)articulier, j'ai considéré les formes définies ternaires

f == ax- -H a'y- -i- a" z- -H i byz -t- i h' xz -h 2 b"xy,

dans lesquelles, d'après le principe de votre méthode, il faut iairc

par exemple

ti) désignant le plus grand commun diviseur de b et 6', déterminé

par l'équation
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On obtient ainsi la transformée

oïl Tiin des rectangles des indéterminées a disparu.

Cela posé, si les coefficients de la forme proposée sont li-

mités, au moyen du déterminant D, il en sera de même des

coefficients de la transformée. En particulier, 5V peut s'écrire

51= —(ab-^-^ab'^ — i.bb'b")^ —(aa a"— a" b'^- — D),

^^ aa a

Or on peut ensuite supposer

en déterminant convenablement |j et fJ dans l'équation

to = ^>p'4- ^b'

ou, ce cpii est au fond la même chose, en changeant dans la trans-

formée ^ en ^ -r- mr\. Quant à la limite du dernier coefficient 5V',

elle se tire de Icquation

5l5V'— ?2 = aa — b"K

En revenant aux premières considérations cpu m avaient fait en-

trevoir, il V a longtemps, liniportance delà recherche du niininuim

des formes à un nombre quelconque de variables, j ai été conduit

à présenter de la manière suivante les idées que vous avez le pre-

mier émises sur Timpossibilité de certaines fonctions périodicpies.

Soient, pour les fonctions d'une seule variable,

a -{- b v/— I , a -\- b'
\J— i, a" -^ b" \J—

i

trois indices cpu'lcoïKpies de périodicilé, je consiilère la forme dé-

linie ternaire

f ={ax H- a'y -f- a" z)"- -l- ( bx -^ b'y -\- b' z)"- ^ -^

dont le (léleriHiiiant
' ab' — ba"\^D=(^^^'y
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Si aU— b(i' iTcsl [);is nul. cl «juc les deux é([iuilions

ax -t- a y -\- a" z — o, bx -i- b'y -+ b" z — o

nv |)iiisseiil Olre vcriliccs pour des valeurs eulirres de x, _^ et 5, la

foncllon sera impossible. Car pouvant faire, pour toute valeur de A,

cl, a fortiori.

{ax -^ a'y -t- a" zy- -^ (bx -\- b'y -f- b' -3 ,- < y^-iD,

ou déduirait des indices proposés une période dont le module

serait infiniment petit. Mais cette conclusion n'a j)lus lieu >i

ab'— ba' = 0. Alors je considère la forme binaire

/ = ( ax + a y f -\-ibx-^ b'y f-
4- ^—

.

dont le déterminant, dans 1 hypothèse admise, se trouve être

Or il est maintenant facile de prou^er</we lorsque ab'— ba=^o
Ton ne peut même admettre les deux périodes

a -\- b \fi^— 1 et a'^ b' /— i

.

si on les suppose irréductibles, c'est-à-dire si les équations

ax -T- a'y = o, bx -^ b'y = o

ne peuvent avoir lieu en nombres entiers. On peut faire, en effet,

pour toute valeur de A,

et, a fortiori,

{ax -^ a'yf + {bx + hy Y < 4/| D,

ce qui conduit de nouveau à une période infiniment petite.

Les fonctions de plusieurs variables à périodes coexistantes que

vous avez introduites le premier dans l'analyse, peuvent être trai-

tées par les mêmes principes.
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Solcnl

ai-^bi^—i, Ci-^dis/— I, •••, f<i-\- li'J— i,

n indices simultanés de périodicité correspondant, respective-

ment, aux variables
X, y, .... u,

dans une fonction telle c[ne£{x,y, . . ., «), je dis que si le nombre

de ces groupes d'' indices , supposés irréductibles, surpasse -2. n,

la fonction proposée sera impossible, dans ce sens qu'on sera

forcé d'àdme tire un groupe d'indices simultanés infiniment

petits.

Faisons, pour abréger,

1S> — b\ .r, -^ Jy.iX^_ -I- ... — /:'2./-i-l 2'2/( + l,

&. — X-, Xx -4- />-2 a"2 -f- . • . •+- /i2«+l ^2«+ 1

,

Jf = /]Xl -f- /o'Ï^S +• •+ /2 7!-+-1^2«+l,

le déterminant I) de la forme

sera, comme on le trouve aisément,

^2«+l

D = — dét.

«1 h^ ... /.-, Il

a. tK, . . A-, /,

«2,, 0.2„ . . . Ao,., /o,,

et la conséquence que je voulais obtenir découle, comme précé-

demment, de la relation

/<(0""iA"

à laquelle on peut toujours satisfaire quelque grand que soit A.

Si l'on suppose que le déterminant qui entre dans l'expression

de D s'évanouisse, la démonstration n'est j^lns applicable, mais la

proposition n'en a pas moins lieu, cl l'on olilicut ainsi le premier

terme d'une série de nouveaux cas d impossibiiiU' donl voici les

conditions analytiques.
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)oiir ;il)iégcr,

Î3,- — h, .r, -4- />2.r, -h. . .-f- 6.2«-4-i-/-^2«-t-i-M

^/ — Al Xi -)- A"o^2 -+-...-— /r2«-t-|—/a72„-)-i_,-,

el soil D/ le déleniiiiiiinl de la forme

Si l'on suppose D/_, nul, on trouve que A^D, s'oblicnl en faisant

la somme des carrés de tous les déterminants que fournit le sys-

tème
a,, ùu ..., A,, /,,

«2, ^2j /i"2, h^

^iii—h t>-2n—h • • • > "^-In— iy '2rt— J)

en employant, d'une manière quelconque, 2/i — i lignes verti-

cales. Or, toute fonction périodique de /i variables sera impossible

lorsque, ayant 2n — i groupes de périodes simultanées irréduc-

tibles, savoir :

le déterminant D, de la forme /,, composé avec ces indices, s'an-

nulera. En effet, on arrivera à un système de périodes simultanées

infiniment petites, en considérant dans la série des formes

la première de celles dont le déterminant ne s'évanouit point. La

dernière d'ailleurs est dans ce cas, car on trouve aisément

D2„_i = -^2
(«2-4-^2 4-...+ Af + Zf).

L'analyse que je viens d'employer s'applique à une question

bien différente, à la théorie des unités complexes les plus géné-

rales, et donne ce théorème :

Soit m' le nombre des racines réelles et des couples de ra-

cines imaginaires d'une équation irréductible à coefficients
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entiers et dont le premier coej/lcienl est l'unité, si Von a m'

unités complexes quelconques, formées avec les racines de cette

équation, elles peuvent toujours s'exprimer par les produits

des puissances entières, positives ou négatives, de m'— i autres

convenablement choisies (').

Nommons
a,, y..,. ..., a„

les racines réelles de 1 équation proposée, et

les divers couples de ses racines imaginaires. Soit encore

Oj ( a ) = a/ -f- a 6/ -+- z^ c,- -i- . . .— a'" - ' //

une unité complexe quelconque, et

logo2(a)= (a),-,

logo,(?)?/(Y) = (3, Y),-,

F(a)= ari(a)i -h Xî^ol)^ -!-. . .-H J-,„'(2)/«',

je dis qu'il est toujours possible de déterminer, pour a*,, Xo^ ...,

x„i', un système de valeurs entières, positives ou négatives, telles

qu'on ait

(,) F(a)=:o ou cp"'(a)o-;'"'(a)...o;;^"''(a)= I.

Celte condition d'ailleurs aura nécessairement lieu à la fois pour

toutes les racines, réelles ou imaginaires, puisqu'elles appar-

tiennent, par hypothèse, à une équation irréductible.

Supposons, en effet, l'équation (i) impossible, et voyons quelles

consécpiences vont s'ensuivre.

(') Le Ihéoièmc complet, savoir : Qu'il y a ejfecti^emcnt, dans tous les cas,

ni'— I unités complexes indépendantes j>ar les produits des puissances des-

quelles on peut représenter toutes les autres, est un des plus importants, mais

aussi un des plus épineux de la Science des nombres. La démonstration rigou-

reuse de ce théorème a été donnée par M. Lejeune-l^iriclilet dans les Comptes
rendus mensuels de l'Académie de Berlin du 3o mars iS'ilî. Voir aussi ceux

d'octobre iS'ii et d'avril 1842, et une Lettre du même auteur à M. Liouville.

{Journal de Mathématiques, i. V; i8.'jo.) J.vconi.
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l'jii pri'tnicr lieu, deux s^sltines dislincls de \aleurs entières des

indélenninces, :r,, ^r^, . . .. x„i-, ne doniieroiiL jamais la même va-

U'iir lie 1' (^-)- Car, ayanl, par exemple.

a:|(a)i -^ T.,{:i), 4-. . . -4- ^,„( x),„' = ji(a)i -^y^ioc)], H-. . . -r- j'„, ( z );,;•,

iiii cil (!(''(l III \
'

1

1

t •'l
—

J'i } • ^)l ~ Uro— J :>
)(x).,-\-. . . — ( ^rm- — ym-) i ^)m' = ",

c'esl-à-dire une solution de l'équation (i), ce qui est contre I li\-

pothèse admise.

Cela jiosé, je considère la forme quadratique

dont le déterminant est

(==2)1

(ai)2

(«2)2 (3t2 )/«-!

,D = ^ déi. -;

(a/t-i)i
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numériques inégales et comprises dans un intervalle limité, ce (jui

est absurde.

Lorsque le déterminant D sera différent de zéro, on peut donc

satisfaire par des nombres entiers à l'équation

Cela posé, je fais

yi(^)l^yi{^)î^----^ym'{^)m' -=l0gY(a),

Zj (a)iM-x;2(a)2 -f-. . .-i- z,n'(x),n- — log Z(a),

l'i ( a ), -H ('2 ( a )2 -f- . . . -i- «',« ( ot ),„' = log \'
( a ),

les nombres entiers jk, ^, . . ., v étant pris de manière que le déter-

minant relatif à ces équations linéaires et à la précédente soit l'u-

nité. Il est clair qu'on pourra tirer de là les valeurs des ni' unités

cû/(a), exprimées par les produits des puissances entières de ^(s^).

Z(a), ...,V(a), qui représentent d'autres unités complexes, au

nombre seulement de m'— i

.

Il me reste à examiner le cas où le déterminant de la forme F

est supposé s'évanouir. Soit alors

F/( !3, Y) = .r, ( p, Y )i + .r.C 3, y ). ^ . • • h- -r,„--,( ?, Y)m'-/.

et soit D< le déterminant de la forme

F/ = F;(3,,Yi)-F;(3,,Y2)+...-f-F:(?„.,Y«')

F:(a,)-i-F;(a,)4-...+ F:(a„_,) III'-

1

A2

Si l'on suppose D/_, nul, on trouve, tout à fait comme précédem-

ment, que A-D/ s'obtient en faisant la somme des carrés des di-

vers déterminants que fournit le système

(a,), (a,), ... (a„_i)i (3,,Yi)i (3.,,y-2)i ... (3„-. Y;;

(«1)2 («2)2 ••• ('^/i-i)2 (?i,Yi)2 (?2iY2)î ••• (?/r, Y"

(a|)/«'-i-i (o^i)m'-l-i ••• i'^!i-\)m'-l-i (3i , Yl)'/)'-!-/ (,32- Y2^"i'-l-i" ••• '3„,Y;j)«,- 1-;.

en emplovant m'— i — / li|;nes verticales. Considérant donc dans

la série des formes
F,. F, F,„-2,
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la prcmirro (1<; celles doiil le (lélei'iniiiaiil ne s'(;vanoiiil poiril
|
fl

la deriiiric csl loiijoiirs dans ce cas (')], <Jii ohliciidiM ahsoliiiiieiil

les mêmes i-ésullals que ceux auxquels nous sommes parvenus tout

à l'heure, puisque le délerminanl D, devient d'une pelitesse arbi-

traire pour des valeurs suffisamment grandes de A.

.le ne sais. Monsieur, si ces résultats et la méthode que j'ai em-

ployée sont connus, et nommément s'ils se trouvent déjà dans les

travaux de M. Kummer, <[ue vous avez eu la honlé de m'indiquer.

M. Lioiixiile sans doute les publierait de suite dans son Journal,

si nous pouvions trouver un traducteur, et ce serait pour moi en

particulier un grand plaisir de prendre connaissance de ces re-

cherches d'après ce que vous m'en avez écrit. L'introduction du

nombre complexe, auquel INI. Kummer donne le nom cVidéal,

m'intéresserait surtout au |)lus haut degré.

P . S. L'expression des unités complexes au moyen d'un nombre

déterminé d'entre elles donne lieu à une remarque essentielle et

que j'ai omise, lorsque les racines qui entrent dans leur composi-

tion sont toutes imaginaires. L'analyse que j'ai employée conduit

alors de nouveau à isoler celle de ces unités dont le module analj

tique est un, si toutefois il en existe. C'est au reste le même ré-

sultat auquel je suis parvenu par une tout autre ^oie dans ma
dernière Lettre.

(') Il faudrait excepter le cas où les unilés complexes consiilérécs auraient

Icur'^ modules analytiques égaux à l'unité. E. P.



SUR L'INTUODUCTION

VARIABLES CONTIMES
DANS LA THÉORIE DliS NOMBKKS.

Journal de Crelle, tome 41.

I.

Amené de})uis longtemps, par des i-eclierchcs sur la théorie des

fonctions ellipliqucs et abéliennes, à diverses questions d'Arithmé-

tique transcendante, je viens offrir aux Lecteurs de ce Recueil

quelques-uns des résultats auxquels je suis parvenu, et les prin-

cipes de la niélliode (pie j'ai suivie. Ces résultats sont relatifs sur-

tout aux nombres complexes, considérés en général, ou ]>lutùt à

la théorie de certaines formes décomposables en facteurs linéaires

et dont on verra |)lus bas la définilion. Pour la méthode, son prin-

cipal caractère consiste dans l'introduction, par un procédé gé-

néral et très simple, de variables continues, qui font dépendre

les questions relatives aux nombres entiers des princi|)es analv-

licpics les jdus élémeulaires. C'est là surtout ce que je me suis juo-

posé de faire ressortir avec évidence, en re\enant même sur une

des théories ex])0sées avec tant de profondeur et d'élégance dans

les Disquisitiones arillimclicœ (la distribution en périodes des

formes de déterminant positif), pour la présenter sous un nouveau

point de vue. Quant aux questions nouvelles que j'ai essavé de

traiter, je suis loin de les avoir apjn'ofondies autant que je l'aurais

soubailé: aussi je demande rindulgeiicc du Lecteur pour ce ipie

mon travail aura d'incomplet, espérant jKir la suite v re\enir et le

perfectionner.
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Jl.

(Jiicorinail loulc 1 inij)OiLancc du prohlrnic général, doul l'objr'l

est de dislingucr si deux formes sont éf[uivalenles ou non, et de

trouver dans le premier cas toutes les transformations de Tune

dans l'autre. Je m'occuperai, sous ce point de vue, des formes

(piadrati([ues définies, à un nombre cpieiconque de variables, et

des formes binaires de degré quelconque, pour présenter d'une

manière nouvelle ce que j'ai déjà dit dans le Journal de d'elle,

tome 4G. J'essayerai ensuite de fonder la théorie des nombres

complexes, sur l'étude d'une série particulière de formes, que je

définis de la manière suivante :

Soient
/(' u) -= W -~ A ;<•'-' -i- B //"-2 -u-

. . . — K f/ -H L = o

une équation irréductible à cocfficienis entiers, et

o^f II ) = niiU"-^ -!- /)( ;/"-- ^ . . .-i- i-iii -!- Xj

une fonction entière de ;/, à coefficients entiers : l'expression

Norme [Xcp, (?() -f- Yo2(") -^ • • • + V^,,!' i/)]

sera évidemment une fonction homogène et à coefficients entiers

des n variables, X, Y, . .., V. Je nomme encore A le déterminant

du système
/n, pi

m-i Pi

m, Pn

Cela étant, j'assimilerai à l'ensemble des formes quadratiques

de même déterminant toutes les expressions

* = ^ Norme [Xoi(«) -^ \o.,iu)^.. .-{-\ Oniu)],

dont les coefficients se réduiront à des nombres entiers. Ainsi il

faut concevoir que la fonction /{n) ne changeant point, on at-

tribue à A la série indéfinie des valeurs entières, puis qu'on prenne.
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pour chaque valeur de A, tous les systèmes de nombres entiers m,

/?,..., .9, qui donnent à la norme le facteur A. Distribuer en classes

distinctes toutes les expressions $, obtenues de la sorte, sera la

question fondamentale d'une théorie analogue à celle des formes

quadratiques binaires à facteurs réels, et qui indique sous quel

point de vue j'envisage l'étude des nombres complexes.

La définition précédente peut être simplifiée en observant que

toute forme <I> a une équivalente, dans laquelle le système

P-i

nia Pn /« 5

dont le déterminant a pour valeur A, est remplacé j)ar le suivant :
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I
" Ton le ((H'HIC

/= ax^-^'iùxy + cf'^,

(le (l(''lcrmiii;iiil urgalll
b-i — ac——D,

il une ('qiiivalcnlc

où le cucriicienl mojen aU csl, en valeur absolue, infciicur à A
el C. Considérons en elTel, l'ensemble des Iransformées déduiles

de / par la subslilulion

X — /n\ -+ lll^, Y,

y — n\-Jr /l^, Y,

/// , //, /y/oj /'o ^LanL des en tiers lels que

/n/2o — l}l^)n = I
;

puis réunissons dans un même groupe toutes celles où le coelïi-

cient de X^ est le plus petit possible, et choisissons dans ce gronj)e

la forme où le coefficient de Y- est lui-même un minimum : celte

transformée remplira les conditions énoncées.

Pour le prouver, il suffit de faire voir qu'on ne peut supposer

d= :iB >- A, puisque A est évidemment le minimum absolu de /,

pour des valeurs entières des indéterminées, et ne peut surpasser C
;

or on en conclurait
A=p2B + C < C,

et la substitution

X = -X'+Y', Y = -Y'
changerait F en

A(- X'-f- Y')2 qz 2BY'( - X'+ Y') + CY'2

=^ AX'2 + 2( ± B — A )X' Y'+ ( A zp 2 B + C)\"-,

transformée équivalente, où un coefficient moindre pour \- est as-

socié avec le même coefficient de X-.

Les formes obtenues par la méthode qui vient d'être indiquée

se nomment formes réduites, et il est évident que, pour une

classe donnée, on a au plus deux réduites, qui ne diff'èrent que

par le signe du coefficient moyen.

2" Les conditions
±2B<A, ±2B<G

donnent
4B2<AC,
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d'oLi l'on lire, ù cause de D = AC — B-, les limitalions suivantes :

B2<iD, AC<-|D.

On en déduit immédiatement que les formes à coefficients entiers

de même déterminant peuvent être distribuées eu un nombre li-

mité de classes, puisqu'elles ne donnent qu'un nombre limité de

i'(''(liiiies distinctes.

3° Les conditions

ir:'?.B<A, dziB<G

sont complètement caractéristiques des formes réduites. En eficl.

supposons, pour fixer les idées, B positif et prenons

F ( T. y) = Ax- — î B:r/ -r- Cj'-.

les équations identiques

F(x — i. y ) = F{x, j' ) — \(.v —y) —y(\ — iU i
— Xi x — i),

F(x, y — i) = F(x. y) — C(y— x )
— x(C — 2B) — Ciy — n

montrent (ju on diminue la valeur numérique de la forme en dimi-

nuant d'une niiilt; celle des deux indéterminées dont la valeur ab-

solue est la pins grande. On conclut de là que A et C sont les ileux

premiers minima de F, pour des valeurs entières des indétermi-

nées; le troisième mininiiini est A — '>.B-hC. Cette démonstra-

tion de la proposition énoncée est due à Legendre; je me suis

servi de la propriété importante des formes réduites sur laquelle

elle se fonde, dans ma recherche du minimum d'une forme ter-

naire définie, ])our des valeurs entières des indèlerminées. dont

1 une est supposée égale à lunilé.

IV.

(>omme première application des ix-sullals pii'cédenls. oiuisidé-

rons la forme suivante :

/=(x — ayy-\--^,

dans la([uiHo (/ et A sont des (pi.inliU's n'clles ([ueloon(pu''s; soient

F = AX2_}- 2B\Y-j-CY2
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X — rti X -^ "io Y,

j — /i X -+- /«o Y

r69

la siili>liliili(in luoprr à rol.lciiii". La condilion AC <C | D donne,

pour le cooriiciont niiniiniim A. la limite \/;7 13 ; on a d'ailleurs

( ni — an )- -r- -, ;

donc : Pour une valeur donnée de A, on peut toujours déler-

niiner deux entiers m et n, tels qu'on ait

( m
\^ v/v

Or tic là se lircnl plusieurs conséquences :

i" Le produit des deux facteurs (/;? — an)'- et ^, clanl toujoui-

inférieur à son maximum, savoir :

on aiu'a a fortiori

-\{ni — an y-

(m — an)- ---

A^

;> A2

OU

an <C
ns/i

On a d'ailleurs à la fois

ni — an )- < n/i' A2 ^ A \/ 3
ou n- < A

V'

donc, on peut approcher indéfiniment d'une c[uanlité quelconque a

par des fractions — > de telle sorte que l'erreur a- soit toujours

moindre que -•

n- \/'i

2° Les deux entiers ni et n donnant, pour une certaine valeur

de à, le minimum de /*, on ne saurait avoir deux autres nombres

entiers m', n' , tels que n' soit <« cl (ni'— an")'-<:^(ni — an)-;

donc, m — an représente un minimum absolu de la fonction li-

néaire X — ay, relativement à toute valeur entière de jc et à des

valeurs entières de y qui ne surpassent pas n. Donc encore — ap-
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proche plus de a que loule autre fraction de dénominatcurmoindre,

car riijpollièsc /t'<C n entraînant (m'— an' )- >> (m 7— an)- on en

déduit immédiatement

(?-«)'>(?-")'•

3° Laissant de côté la recherche complète de tous les minima

de la fonction «, ces minima étant relatifs à des valeurs en-
y

tières de ^ et à des valeurs entières de y, inférieures à une limite

donnée qu'on fait grandir indéfiniment : je considère deux mi-

nima consécutifs de /", auxquels correspondent deux systèmes dis-

tincts X =^ m, y^ n. [)uis x = m', y= n'

.

On devra concevoir deux valeurs infiniment voisines de A, aux-

quelles appartiennent successivement les deux systèmes, de sorte

qu'en désignant par une quantité infiniment petite, on ait

( A-f-o)--'
'^ A-^o \/ 3

( m — an f -i- — <

en mclLant la seconde inégalité sous la forme

n'- I

A2 " Â
{"i'—an')i~ -5- < -1/ ^ -v-

£ étant encore infiniment jielit, et multi|dianl membre à membre,

il viendra

(,n-an)(,n-an)^
I^J

"^ ( -^— ) <^ + ^/f •

On en conclut, en négligeant s vis-à-vis des quantités (inies,

( /ii/i — n/» )- < rr>
o

et, [)ar suite,

nin'— nm' ^=. zîz 1

.

Cette relation prouve, entre autres choses, qu'étant ilonnéos trois

c ,• ' , /" m' "t"
I

• 1 i-

tractions consécutives, — , —r' —f> ou aura cette K)i de lt)rni<itit)n :

n n n

ni" = km' ± m, n" = hn' =h «,
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A" élaiil (Miller. ( hi peu! toujours, en cncl, sii|)|)os('r deux iiicon-

iiurs, /«•, /, (h'Iiiiics par l(;s deux (''(|iiiilions

m" = km' -\- Int, n" = kn -\- In,

lfs(|ii('ll('s doiineiil

i)i"
n'— n" ni'

nin' — m'

n

'

le lumiéraleiir ayanl, aussi hicii (jue le dénominaleur, liinilé pour

valeur ahsoliic.

V.

Ce (|u'on vient de voir, sur rapproxinialion des (juanlités par

des fractions rationnelles, était connu parla théorie des fractions

continues; en faisant dépendre ces résultats de la seule notion de

formes réduites de déterminant négatif, j'ai eu pour but de donner

un premier exemple de l'emploi d'une variable continue dans une

question relative aux nombi-es entiers, et aussi de faire voir com-

ment cette longue chaîne de vérités, propres à rArithmétique

transcendante, se lie dans l'origine aux éléments de l'Algèbre. La

recherche complète des conditions d'équivalence de deux formes

de déterminant négatif se présenterait, maintenant, comme consé-

quence des résultats qui viennent d'être obtenus^ mais je ne sau-

rais pour cela que reproduire l'Ouvrage même de M. Gauss. Lais-

sant donc de côté les propositions importantes qui se rapportent à

l'équivalence propre et impropre, aux formes ambiguës, j'arrive

à^la théorie des fonctions homogènes, telles que

1° Désignons par x -\- y.y les facteurs linéaires réels, et par

x+ '^y, x-\-^y les facteurs imaginaires conjugués de la forme

proposée, de telle sorte qu'on ait

f{^,y) = ao(^-H '^i7K'<-'-+-2'2jr)...

{x-\-a,^y){x-^ '^yy){x-^-(iy)..Jx -\- ^vj) (-^ H- Tv7)
et

composons ensuite, avec ces facteurs et avec des quantités réelles,
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ts, <2j ••) ^hi ii-zi ••,!» forme quadratique définie

-f- iulix -\- 8,j)(5;-+- Y,j)-4-.. .-4- 2 ?/,',( 37-1- 3v7)(:r-f- Yvj)-

Cela élanl, on concevra qu'on calcule la suite indéfinie des sub-

stitutions propres à réduire cp, lorsque les variables ^ et m passent

par tous les états possibles de grandeur. Chacune de ces substi-

tutions, faite dansy, donnera une certaine transformée; nous dé-

signerons leur ensemble par le symbole (/). Or une première

observation consistera en ceci :

f et F étant équivalentes, (/) et (F) seront composés des

mêmes formes.

Pour b' dénioiitier, soit

X = m \ -+- //II, Y, j^ = n \ ^- Ho\

la substitution (pii change f en

F = AoX" — A, X''-i Y -r-

.

. .+ A„_, XV"-' -i- A,, Y' :

])Osons

a = •
, b =

/n -f- 3 /< m — Y //

ou aura

1^' = Ao ( X 4- il
I
^ ) . . . ( X H- a,j, Y ) (

X -H 1)| > 1 1 \ — (•
1 V ) . .

.

(X -^ l.vV K \-i-CvV),

et la forme <[uaihalir[ue <& composée avec F, comme -^ avec /, sera

<J>=:T^{X-t- a.V)2-+-...-4-Ta(X + a^Y)2

+ •^. Ui ( X + b, Y KX 4- c, Y) ^.. .-^ aU^A X -^ bv Y) (X -1- c.,\).

Cela posé, si l'une des formes de (/) a été obtenue en faisant dans /'

la substitution propre à réduire '.2, lorsqu'on v suppose, en général,

l ^ -., 1/ ^ j;

je cbs (pic la même forme se trouvera dans (^F) cl aura été obtenue

en réduisant $ dans l'hypothèse

T2 = -2(/» -t-a/O-, U- = •J-('«-'- ?n){m -^';n).

Soient. j)()ur abrt'ger, I* la subslilulion tpii Iranslorme / eu 1*
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cl (^ la siilisliliilioii projii'c à rc'diiirf 'i ; on vc-iificra d ahoid iin-

iiu'dialcmciil (nn', par la suhsliliilioii I*, C5 deviciil ^I' : donc, rcci-

|»ro([ucMicnl, [)ar la subsliliilion inverso P~', ^I> dovicnl cp, de telle;

sorte enfin rpic 'o cl <I> se changent en une seule et même forme ré-

duite par les subslilutions Q et 1*~'(^.

Maintenant ces deux substitutions, faites respectivement dans/"

et l*\ donnent une même l'orme, la substitution inverse I*"' lanie-

iiaiil loul d'abord F à /.

Il est ainsi prouve (|ue toutes les i'ormes de (/') sont dans (F);

la réciprofpie est évidente, car on j)eut raisonner de F à /"abso-

lument comme on l'a fait de f à F; (/) et (F) sont donc iden-

tiques.

2" C'est ])arnii les formes dont l'ensemble a été désigné par (/)
que nous choisirons une réduite pour représenter la classe entière

à laquelle appartient/; dans ce but, nous allons établir quelques

résultats pi"éliminaires.

Soit, pour un système déterminé de valeurs de t et a,

a; — /n X -h m^ Y, jk = /î X H- «0 ^

la substitution propre à réduire ca
; en conservant les notations

précédentes la ti-ansformée réduite <ï> sera

* = Tf(X-i-a,Y)-î+...+ T^(X^-a(,Yj2

^ 2 Uf (X + bi Y) ( X -+- Cl Y) +. . .-f- 2UUX -^ bv Y) (X + CvY),

les quantités T et U ayant pour valeurs

T2 = r2(/«-H x«)-; U2 = «2(mH- pn)(m-^Yrt).

La transformée déduite de /, par la même substitution, sera éga-

lement représentée par

F = Ao X" -f- A, X«-i Y + . . . ^- A,,_i XY«-i -^ A„ Y"

= Ao(X-^alY)...^X^-aJJ.Y)(X-^b,Y)(X^c,Y)...(X-^b,Yj(X-t-CvY).

Soit encore, pour abréger,

t' = PX2 + 2QXY^ RY2,
de sorte que

T?--...-4- T^ -+- iVi -^...-^ 2U?, =P,

ai Ti -f-. . .
-7- a^,Tp.-t- abiCiU'i -i-. .

. -f- 2bvCvUv = R-
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On pourra faire, en général,

T = w v/F, U = TO /F,

aT = 9v^R> v/(IJC)U = '}/F;

les quantités oj, rn d'une part, -j;, •!/ de laulre, donnent les équa-

tions correspondantes

M-, -^ ...-(- to.^ -V 2 ra ; -H . . . -i- 2 T^,; = I .

1
(J- 1 '

Enfin, nous remplacerons l'équation unique

VrbrrO = '} v/F,

par les deux suivantes

b U = '^ /R e'>-, c U = 'l v/R t'-'>-,

À étant l'argument de l'imaginaire b. Cela posé, nous transforme-

rons comme il suit l'expression en facteurs linéaires de F. Multi-

plions les facteurs réels XH-a\ par T, et chacun des facteurs

imaginaires conjugués X + b\, X-(-c\ par U; on aura d'abord

T, To. . . T^ U? U ^ . .U.jF = Ao . . .(TX -i- a T Y) (UX + b L Y) (UX-i-c UY ). . . :

puis, en introduisant les quantités to, tiv, o, 'i, et représentant, pour

abréger, T, To . . .1VU;U; . . .U; par (TlJ)i

F = p^...(wv/PX+ ov/RY)(Gj/PXH-e'>..i,/RY)(T;Tv/PX4-e-'^<>v/RY)...

Or telle est l'expression de F à laquelle nous voulions arriver; "par

une simple raison d'homogénéité on en déduit cette conséquence

importante, savoir :

Le produit de deux coefficients de F, également éloignés

des extrêmes, s'exprime de la manière suivante :

A A - ^^g^P^^'"
//^•f^/^/j— / — —ppTTTi

—

la quantité désignée par (i) dépendant seulement de to, rrr, •^,

•i) et 1.
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( )ii il. |);ir cxcmidc,

"• " ""
~7TD7~ (0,...(o,j.ï,...Oj;,7TTî...ra-'j;i...'!.;.

3" VjcWc quanlilr (/), qui esl évidcmmcnl réelle, a une valeur

nunu'ri(|ue esscntioUemenl limitée, et dont le maximum s'ohiicnl.

(|u('l (|U(^ soii /. (Ml annulant les arguments X, et, en faisant

OJ = 775 =: 'J = ij/ =r ,

on oblienl ainsi la liniilo

, .^ ^ I /n.n — \...n — i -+-

\

(O < — -.

/t ' \ 1 .•.'... .t

Je pense pouvoir supjn-imer la démonstration, qu'on trouvera

sans peine.

4" Il n'a point été introduit jusqu'ici que la forme quadratique $
fût réduite. Or cette condition donne, en représentant par D le

déterminant PR — O-,
PR<|D,

d'où l'on déduit la limitation

A,A„_,<(iy"(ofi2i;.

On est ainsi conduit à étudier avec attention l'expression

(TU)-2
'

et, en premier lieu, à chercher comment elle dépend des variables

t, a restées entièrement ai'bitraires. J'observe à cet effet qu'on a

^0 =/('") '0 = cto(rn -4- ai«)...(m-J- ajj,/i)(m -4- ^i«)(;?i H- Yi«^...

(m -h ^v n) ( /?i -(- Yv « )•

On a posé d'ailleurs

T2 = t-(fn -\- 'xnf, U- = ii-{ni -H 3«) (m -h v^),

et l'on en déduit immédiatement que

Aq CIq

{iny- {tuf'
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En second lieu, le déterminant PR — Q^ de <I> peut être reni-

])lacé parle déterminant de cp, oiî n'entrent que les variables l e\. u:

on a ainsi

..t ni"

{tuy^

Telle est donc la fonction de t, u et des qualités propres seule-

ment à la forme/, et qui sert à limiter les coefficients de toutes les

formes contenues dans (f).

5" 11 importe de bien voir comment cette fonction h est liée ana-

Ijtiquement à la classe entière des formes équivalentes k /. A cel

effet, considérons une transformée quelconque F, déduite de f \)dr

la substitution
.r = /;i X -h /yt„ Y, y =^ n\ -h n^ Y.

La fonction 0, relative à F, s'obtiendra en remj)laçant dans h les

(piantités

respectivement par
A„, a, 1), c.

Mettons encore à la j)lace des variables t el u, de 0, d'autres

lettres T et U; cela fail, je dis que el coïncideront en prenant

T- = /2 ( «t -i- a /i )-, U- = »"-
( /n -T- y.n) ( m -h 3n ).

Effectivement, on trouvera comme tout à l'heure

D'autre i)arl, ainsi qu'on l'a établi j)récédemmcaU la forme qua-

dralic|ue <^I>, composée avec F, de même que ':; avec /. savoir :

'l> = Tî(X-^a,Y)2-^...+ T^(\ + aa.Y/^ + -2UHX + b,YK-\ + c,Y)-...

ou bii'u. dans Ibvpijthése admise,

t]) — i]{ni -+- 3:,«)-(X -f- a; Y)2-f-,..-r- t^(/n -i- x^iiy-^X -r- a^Y')- — ...

se déduira de -^ pai- la sid)slilulion

.r — //i\ -h /»o Y, ^' = « X -t- «oY';

donc les délerminanls de ces deux lonnes seront l(^s iiu'riuv-: Ahmc
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le r;i|)|)()rl ('liihli cnli-c les variiil)lcs (le ot celles de rend ces

<l('ii\ loiuiioiis i(l('nti(|iies.

De là se liront deux conséquences importantes.

Premièrement : Les fonctions et 0, relatives à deux formes

équivalentes / et F, prennent les mêmes valeurs lorsque les va-

riables passent par tous les étals de grandeur, et ont même mini-

mum. Ce minimum sera pour nous la définition du déterminant de

la forme binaire de degré quelconque.

Secondement : Les formes quadratiques o et <I>, déduites de

deux formes dilTérentes f et F, avec les valeurs de t et u d'une

part, T et U de l'autre, qui donnent le minimum des fonctions

et 0, deviendront équivalentes en même temps que y et F. Ainsi,

<I> se déduira de cp, par la même substitution que F de /. Pour rap-

peler cette propriété, nous appellerons, dorénavant, la forme qua-

dratique '^ la correspondante de f.

VL

Les considérations précédentes nous conduisent à nommer

formes binaires de même déterminant l'ensemble des fonctions

homogènes de même degré, pour lesquelles le minimum absolu de

la fonction 9 aura une même valeur. Nous donnerons aussi le nom
de réduites d'une forme y à la forme unique, ou aux formes de

l'ensemble (/), qui correspondent à ce minimum de 9. Cela étant,

on établira facilement ces propositions :

1° Les formes équivalentes ont les mêmes réduites.

Supposons que le minimum de la fonction 8. relative à f, s'ob-

tienne pour les valeurs
t = -z, « = u

;

le même minimum de la fonction 0, relative à une transformée

équivalente F, déduite de/, en faisant

X = mX -h ruoY, y == nX -h n^^Y

,

correspondra aux valeurs

T2 = T2(m^art)% U = 'j2(m-+- pn)('m-+-Yn).

Or il a été démontré plus haut que les formes de (/) et (F) cor-

H. — I. 12
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respondantes à des valeurs de /, u, T, U, liées de cette manière,

étaient précisément les mêmes.

Cette proposition fait dépendre l'équivalence de deux formes,

de l'égalité absolue entre les réduites, ou les groupes de réduites

qui leur correspondent.

2" Les formes à coefficients entiers, de même déterminant 9,

se distribuent en un nombre fini de classes.

Toutes ces formes ne donnent, en effet, qu'un nombre limité de

réduites, car ces réduites étant représentées par

F = AoX« -f- A, X«-i Y + . . . -i- A„_i X Y«-i + A„ Y«,

on a, pour toutes les valeurs du nombre entier /, de zéro à /?, la

limitation

\3/ «" \ 1.1. . .1 J

VII.

Pour première application des principes qui viennent d'être

exposés, nous considérons les formes quadratiques à facteurs réels.

Alors la fonction 0, comme on le voit immédiatement, est indé-

pendante des variables f, , t-^ et se réduit à l'expression connue du

déterminant. On a alors l'exemple unique dans les formes à deux

indéterminées, mais qui se reproduira dans la suite de ces re-

cherches, et un peu plus étendu, d'un nombre infini de réduites

pour une forme donnée. Effectivement, les variables /), /o restant

arbitraires, les réduites d'une forme /donnent l'ensemble désigné

par le symbole (y"), et il s'agit maintenant de les obtenir par la ré-

duction continuelle de la forme définie cp, lorsque les variables

passent par tous les états de grandeur. Pour employer les notations

habituelles, nous poserons

f — ax"^ -}- ihxy -V- cy^ = a{x -t- xy) (x +- ol'y)\
on aura

" - ^^ ''
'"\l..

'''^'

= «H^

-

^'T- - 4(6^- ac),

et, en introduisant dans o le rapport (— ) ' qui y figure seul au

fond,

«j> = (ar -t- ctyy- -h X(.r -i- a> y- :
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de sorlc (jiic rciiscinhlc {/) des réduites s'obtiendra en faisant

dans /* toulrs les subslilulions propres à réduire <p, lorsque À varie

d'une manière conlinue de zéro à l'infini.

En restant dans le cas général, où les coefficients de f sont des

quantités quelconques, nous nous fonderons d'abord sur l'obser-

vation suivante :

i" Concevons qu'on altril)ue aux indéterminées de 'o tous les

systèmes possibles de valeurs entières; soient considérés toutefois

comme distincts deux systèmes, tels que x, y et — x, —y, et qu'on

range par ordre croissant de grandeur les valeurs obtenues.

On aura ainsi une suite qui dépendra de la valeur de A, et que

nous désignerons par le symbole (X); en ayant soin, si plusieurs

systèmes des indéterminées reproduisaient une même valeur de »,

de les réunir pour les comprendre dans un même groupe.

Cela étant, faisons croître X d'une manière continue de zéro à

l'infini positif, et cherchons comment s'introduisent des change-

ments dans l'ordre des termes de l'ensemble ().). J'observe à cet

effet que tous ces termes sont des fonctions continues de )., de

telle sorte qu'en passant d'une valeur déterminée )vo à une autre

infiniment voisine, )>o + d\, on n'altérera jamais l'ordre de deux

termes consécutifs, tantque leur différence sera une quantité finie.

Mais supposons que les groupes formés de la réunion de deux ou

plusieurs termes offrent, pour la valeur particulière Xo, des valeurs

numériques égales; on voit clairement que deux termes réunis

pour )^= Aq auront d'abord été séparés, puis auront interverti leurs

rangs, en passant d'une valeur un peu inférieure à une valeur un

peu supérieure à àq- ^ar, en représentant X par une abscisse, ces

deux termes seraient les ordonnées de deux droites qui, après leur

intersection, changent de position relative par rapport à l'axe des x.

C'est donc toujours en devenant égaux que deux termes consé-

cutifs échangent leurs places pour entrer dans une suite nouvelle.

Avec cette observation bien simple, l'opération arithmétique de la

réduction continuelle de o, pour toutes les valeurs positives de À,

de zéro à l'infini, devient facile à saisir, comme on va le voir.

2*^ Prenons pour point de départ une transformée déduite de 'j,

dont les coefficients extrêmes soient inégaux. Ces coefficients

représenteront, comme on l'a établi, les deux premiers minima



OE l V R K s DE CHARLES II E R M I T K

de '^; donc, lorsque À, croissant d'une manière continue, atteint

la limite au delà de laquelle une nouvelle réduite vient s'oflTrir.

Tune ou l'autre de ces deux circonstances aura nécessairement

lieu. Ou bien le troisième minimum deviendra égal au second,

puis le remplacera, ou bien les deux j)remiers miniraa deviendront

eux-mêmes égaux et intervertiront leur ordre. Le premier cas

pourra d'abord se présenter plusieurs fois de suite, mais le second

finira nécessairement par arriver; car, à moins d'être indépendant

(le /.. un même terme ne pourrait toujours être le premier mini-

inum. Il est évident d'ailleurs qu'il n'aura lieu qu'une seule fois:

ce ({ui conduit à le considérer d'une manière particulière. Nous

nommerons donc réduites principales les formes de (/"), aux-

cpielles. correspondent des réduites de es dont les coefficients ex-

trêmes sont égaux; toutes les autres recevront le nom à' intt^rmé-

diaires. Cela posé, lorsque, ). croissant d'une manière continue,

une transformée réduite de cp cesse de lêtre, par suite de l'échange

(lu troisième minimum avec le second, la substitution propre à

obtenir la réduite suivante sera nécessairement

X = X — V. y = Y,

ou son inverse
.r = X - Y, V = Y.

Va\ ellet, le coefficient de X- reste égal au premier minimum, et

celui de Y- est bien le troisième, en employant la première ou la

seconde substitution, selon que le coefficient moven sera négatif

ou positif. De la même manière on obtiendra donc ainsi toute

réduite intermédiaire de (/) au moyen de la réduite précédente.

En second lieu, si une réduite de cp cesse de l'être, par suite de

l'échange des deux premiers niinima. on aura la substitution

Mais alors on sera parvenu à l'une des réduites principales de (_/"),

que cette substitution changera en son associée opposée. Et en

continuant les opérations, on verra de nouveau s'oflVir une suite de

réduites intermédiaires, puis une réduite principale suivie de son

associée opposée, et ainsi jusqu'à l'infini. Nommons, pour abré-

ger, 1* et Q les substitutions

j- = X -r- Y, V = Y el X = Y, f = — X ;
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(^n j)aii;ml d iiiir ii'ilnitc |iriii(i|>;ilr, dr laiig (|U('lcoiKjuc, la suljsli-

tutiiiii |)oiir iiliti'iiii- hi siil\aiil»' sna (}. suivie de P ou son inverse

P~', piise iiiiLirit dr lois dr >uit<' iju d m' |irt'senlrra de formes in-

ternK'diaires, ccsl-à-dire Ol", le nombre entier / élanl |K)silif ou

négalil. \'a. en général, on peul résumer les opérations relatives à

la réduction de la l'oiinr '^. pour loulcs les valeurs de A, croissant

d une manière continue de zéro à I inliiii |i(»>ilil dans la lormule

.. .QP'QPyQp/.

3° Les foimes de (/), que nous avons nommées principales, ont

des caractères distinctifs de toutes les auli'es, et cpi il importe

d'établir.

A cet eflet. soit

F --^ AX2 -^ -1 BXY — CV2 -^ A ( X -^ a Y
)
(X -4- a' Y )

une transformée quelconque de y", obtenue par la substitution

X =^ ni\ — «îoY, ^ — nX — rif^X,

on prouvera d abord immédiatement que F appartiendra à (/), si

la forme définie

* = (X — aY)2 — ).(X — a'Y)2

est réduite, en attribuant à A une valeur positive convenal)le. et

cette condition est à la fois nécessaire et suffisante. Mais, si 1 on

veut de plus que F soit une forme principale, il laut (ju on puisse

faire

I — À = a- -T- À a- ;

ainsi, lune des quantités a et a' doit être plus grande et l'autre plus

petite que 1 unité. D'ailleurs, d'après la valeur de À, $ devient

* = /"'~^^)
( X2- Y^- 2 "—^ X\)

;

\ I — a - / \ a -r- a /

donc, pour que ce soit une forme réduite, on doit poser

Réciproquement, cette condition nécessaire est à elle seule suffi-

sante, car on peut l'écrire ainsi :

4(1 — a2 j(i — a'-) -r- 3( a — a' 1- < o;



l82 OEUVRES DE CHARLES II E R M I T i; .

donc, I
•— a- el i — a'- sont de signes contraires, et il est possible

de prendre pour <ï> la valeur particulière

(l_a'2;(X^-aY)2-(I-a2)(X-+-a'Y)2 = (a2-a'2)(^X2-^Y2-^2^^^3^XYV

qui est bien une forme définie réduite, dont les coefficients ex-

trêmes sont égaux.

Ainsi, pour qu'une transformée F = (A, B, C) soit une réduite

principale, il faut et il suffit que la valeur absolue du coefficient

moyen ne soit jias inférieure à la valeur absolue de la somme des

coefficients extrêmes.

4° On a supposé implicitement, dans tout ce qui précède, qu'à

une forme définie donnée corresponde toujours une réduite unique.

Il en est effectivement ainsi en général; cependant nous devons

tenir compte des cas d'exception, qui se présentent précisément

dans les conditions précédentes, savoir, lorsque le second et le

troisième, ou bien les deux premiers minima, sont égaux entre

eux. On a alors deux réduites qui diffèrent seulement par le signe

du coefficient mojen et, dans (/), deux formes différentes qui

leur correspondent. Mais, de ces deux formes, l'une d'elles répond

à la réduite unique pour une valeur de À un peu inférieure, l'autre

à la réduite unique pour une valeur de A un peu supérieure à celle

qui rend égaux les deux minima. Enfin, dans le cas plus particulier

où les trois premiers minima seraient tous égaux, on aurait une

forme définie proportionnelle à x-zhxy-hy-, et susceplil)le de

se transformer elle-même par une substitution de la forme P^'Q.

Quatre formes de (/), correspondantes à cette l'éduile, seront alors

deux principales et leurs opposées.

VIII.

Nous avons toujours supposé jusqu'ici cpu:" les cocfficienls de la

forme f[uadratique f étaient des (pianlités ([Ufloon(|ues. ^ ovons

maintenant les circonstances reniarcpiables (pii se présentent lors-

qu'on les suppose entiers. Alors l'ensemble (/) des récbiiles ne

comprend plus (pi'un nombre fini de foi-mes distinctes. |>ui>(pie

leurs coefficients sont liinilés. Donc, loisipie la n'iliielitui conti-

nuelle de C2, ])()ur des \altMii's croissantes de A, aiii'a conduit à une
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forme fléjà obtenue, la nature même des opéralions monirc claire-

ment qu'elles se reproduiront dès lors périodiquement en faisant

croître À juscpi'à ririfini, ou en le faisant décroître jusqu'à zéro.

Ainsi (/) sera composé d'im groupe do formes en nombre fini se

reproduisant une infinité de fois. Nous pouvons donc raisonner

comme le fait M. Gauss, § 187, pour obtenir toutes les classes dis-

tinctes de formes de déterminant D. Calculons pour cela l'en-

semble Q des réduites principales, en employant tous les nombres

A, B, G satisfaisant aux conditions

B2— AG^D, B2>(A + C)î,

et prenons l'une d'elles, F. Il résulte immédiatement de nos prin-

cipes qu'à la période des réduites principales de (F) appartien-

dront toutes les formes équivalentes de Ù. Cette période obtenue,

on prendra une autre forme G de Q qui n'y soit pas comprise, et

l'on calculera de même la période des réduites principales de (G).

De là on déduira une nouvelle classe distincte de la précédente, et

l'on poursuivra les mêmes opérations jusqu'à ce qu'on ait épuisé

toutes les formes de Q. Alors on aura obtenu toutes les classes

différentes de déterminant D, représentées chacune, non par une

forme unique, mais par une période répétée indéfiniment d'un

petit nombre de réduites principales. Ces périodes ne coïncident

pas absolument avec celles de M. Gauss, comme on le voit par la

définition des réduites données § 183. Remarquons néanmoins

qu'elles présentent, comme celles de l'illustre analyste, une série

de formes dont chacune est contiguë à la précédente par la pre-

mière partie. En effet, la substitution QP', par laquelle on passe

de l'une à l'autre, est précisément le type des substitutions qui

donnent une transformée contiguë. On pourrait même sans doute

calculer le nombre i, par la condition que la forme contiguë soit

une réduite principale
; mais je laisserai cette recherche au lecteur.

IX.

Nous avons encore à présenter quelques considérations sur le

problème important dont l'objet est de trouver toutes les transfor-

mations possibles de deux formes équivalentes l'une dans l'autre.
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La belle solution donnée par M. Gauss, § 162, dépend d"une mé-

thode profonde et cachée, qui, si je ne me trompe, reparaît encore

dans d'autres circonstances, par exemple dans les recherches rela-

tives à la multiplication des classes. J'aurais plutôt à essayer d'en

pénétrer les principes qu'à y ajouter quelque chose; aussi je me

bornerai à déduire des considérations précédentes ce cas parti-

culier :

Le calcul de Vensemble désigné par (/) donne toutes les

transformations possibles des réduites principales et intermé-

diaires en elles-mêmes.

Soit F= A(a; -h ay)(^ -f- a'j-) l'une d'elles : nous savons que

toutes les autres réduites s'obtiendront par la réduction conti-

nuelle de la forme définie

f^ — {x-^ay)- ^\{x -^ a'y)-,

et celte forme définie, comme correspondante à F, est elle-même

réduite, par exemple pour }.= }.o. Soit donc

ic = m X -t- niQ Y
, ^ = « X -f- /Iq Y

la substitution qui change F en elle-même; par cette substitution,

la forme

{m -T- an)'- ( /« -h a' n )-

deviendra précisément <I>, quand on y fait). ^Àq; ainsi donc, en

réduisant la forme définie dans Thypothèse

\ //i -f- a n /

on obtiendra bien une transformée semblable quelconque de F.

Maintenant, nommons P la substitution qui reproduit F, pour la

première fois lorsque X croit depuis la valeur ^o, d'une manière

continue jusqu'à une certaine limite )., ; à partir de celte limite,

les opérations se reproduiront périodiquement jusqu'à Tinfini;

c'est donc la substitution P, prise un nombre quelconque de fois,

qui donnera toutes les transformations seuiblables. Et. si l'on con-

sidère les valeurs décroissantes de À, de À, à Ao^ <^^i^ aura clans un

ordre inverse la même série d'opérations, qu'on pourra j)rc)loni;er

à l'infini, dans l'autre sens, et qui donnera pour transformations
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scinhlahlcs la suljsliliilioii iiivcrse V'\ j)rlse do même un nombre

(juc'lcoïKHK! de fois, r^es mêmes choses auraient lieu relativcnicnl

à la Iransloiinalidii de Imite lédiiile Feu — F, lorsfjue celle trans-

fornialioii est possible.

X.

L'équation x- — D >'- = i a une infinité de solutions.

En prenant, en effet, /= a:'- — DjK"? on a l'une des réduites in-

termédiaires comprises dans (y), car la forme définie correspon-

dante

est réduite pour A = i. De là résulte l'existence dune infinité de

transformations semblables, telles que

X = niX +- ni^Y, j' = nX -i- n^Y,

et toutes donnent nécessairement

m- — D rt- = I .

Pour obtenir la loi de toutes ces solutions, nous emploierons la

méthode suivante. Soit U.{z) une fonction égale, pour toutes les

valeurs réelles de z, au minimum de la forme

lorsqu'on y suppose x el y entiers. Je dis que toute solution x^a,
y = bj de l'équation proposée, donnera un indice de périodicité

de la fonction FI. On pourra déterminer, en effet, une quantité

réelle to, telle que

et l'on trouvera

\a — ô/d; \a^b^Dj
Or on peut faire

X -^y v'D = (a — 6 v/d'i (X ^ Y /D),

X ~y\'ï) ^{a-r-b v^D) (X - Y /d),
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car cela revient à la substilnlion au délerminant i :

x = ^aX — bT)Y, y = -by.-^aY:

donc fl(^ + i») ne diffère pas de n(^).

Or la fonction ^{^) est, par sa définition, du genre des fonc-

tions parfaitement déterminées dans toute l'étendue des valeurs

réelles de la variable : donc, d'après l'observation bien connue de

M, Jacobi, tous les indices de périodicité, tels que to, sont des

multiples entiers du plus petit d'entre eux. Autrement dit : toutes

les solutions x =A, y= B de l'équation proposée se tirent de la

solution unique x = a
, y =^ b (pour laquelle a + 6y'D est le plus

petit possible) par la formule

A + B/D = (a-4- bs/D)',

i étant un nombre entier positif ou négatif.

Toutes ces solutions d'ailleurs s'obtiendront en cherchant effec-

tivement les minima successifs de n(;), ou bien, ce qui est au

fond la même chose, en formiml la période de x- — Dj^-. On a,

en effet, celte proposition plus générale :

Toute représeiitalion de inliilinain absolu dUine forme à

facteurs réels

f= a{x -^7_y)(x-\-c^'y)

sera donnée en cherchant, pour des valeurs convenables de t

et /', le minimum de la forme définie

cp = t-(x -r- uyY -T- t"^{x -f- a'y)-.

Supposons que /soit le plus petit possible pour

X ^ rt, y = b.

Si le minimum de cp, dons l'hypothèse suivante

t= -, t' = TT'

n'élail pas donné par le même système de valeurs, c'est qu'il en

existerait un aulrc

.T = A, y=B,
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Ici qu'on ail

\a-~- OLU J \a -h ce o /

or on en conclurait

\a-haib/ \a-^a.'b)
I

;

donc /ne serait pas, contre l'hypothèse, un minimum absolu pour

X ^= a^ y =^ b.

XI.

M. Gauss a encore déduit du développement de la période de

la forme (i, o, — D) la décomposition en deux carrés du détermi-

nant, lorsqu'il est un nombre premier 4 /^ + i • Ce beau résultat

dépend des spéculations les plus élevées de l'Arilhaiétique trans-

cendante, car il repose en entier sur cette proposition : que les

formes proprement primitives de di^terminant premier ^n-\-\

n'ontjamais qu'une classe ambiguë. Je vais essayer cependant,

sans sortir des considérations élémentaires, de donner la raison de

ces rapports singuliers, entre deux points bien difierenls de la

théorie des formes quadratiques.

Soient a et 6 deux nomi^res entiers, tels qu'on ait

«2 — D6î = — A,

A étant essentiellement positif. La période de (i, o, — D) contien-

dra une transformée obtenue par la réduction de la forme que nous

avons nommée --p dans l'hypothèse suivante :

o^{x -^ys/Df (a -!- 6 v/Ô) — ix —y v/d)' (a — h\,/\S) = i /D(6, a,bD).

Or on obtient ainsi une forme à coefficients entiers de détermi-

nant — A. Soil donc
(A, B, C)

l'une quelconque des réduites pour ce déterminant, et

:r = /?iX -i- mo Y, JK = «X — iiq Y

la substitution propre à passer de [b, «, bT>) à (A, B, C). Cette
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siiljslilLilion se j)rt'senlera nécessairement pour déduire de (i .o,— D)

l'une des réduites principales ou intermédiaires de sa période; soit

(A, B, C) cette réduite, on aura, d'une part,

AX2 -i- 2BXY + CY^ = (mX -;- m^\ f - D(/iX -+- n^Xf-,

et de l'autre

AX2^2BXY-t-CY2 = 6(mX-}-moY)2
— 2a(mX-i-/«oY)(rtX-f-/ioY)— 6D(«X-;-/ioYj=;

or on tire aisément de là l'équation suivante

AC -'2BB^-GA = o,

dont nous allons montrer les consécpiences.

Soit, en effet, A = i , 2, 3, 4, 5, etc. Au moyen des réduites con-

nues pour ces déterminants, on trouvera successivement

A -t- G = o, 2A -f- C — o,

3A-i-G = o, 4A-r-C=-o, 5A-^G = o

ou
A — B-t-G=o, A-i-G=o, 3A— 2B-^2G = o, ...,

et ces relations donneront les représentations suivantes du déter-

minant D,

A2 + B2, 2 A2 ^ BS 3 A2 -+- BS 4 A2 -+- B^, 5 A"^ — B2

ou
B2_AB-f-A2, A2-I-B2, B2 — AB-^.|A2.

Dans la dernière, A est nécessairement un noniljre pair, et, en

écrivant 2 A à la place de A, elle devient

B2 - -2AB-+-6A2 ou (B — A)2^5A2;

ainsi la représentation de D, par la forme (i, o, + 5), s'obtiendra

par le développement de la période de (i, o, D) toutes les fois que

Féqualion
«2 — D 62 = — 5

sera possible. Mais, de tous ces cas, le premier est le seul où nous

puissions affirmer que la forme (A, B, C) est une réduite princi-

pale; alors, en effet, la relation B- > (A-f-C)^ se réiluit à B- >• o,

qui est satisfaite d'elle-même. Le second a été l'objet ilc ricluicbes

de M. GojK'l, auteur à jamais illustre du Mémoire Ailti nibidlio
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lavis iheoriœ functioiium Al)elianarum, comme on le voit dans

la Notice où M. Jacobi a rendu un digne hommage à sa mémoire.

Dans ce champ de recherches sur les fonctions abéliennes, ou-

vertes en iiirmc l('m|)s |»;ii- nu ;iiilre géomètre dont il eût été l'é-

mule, tous ceux (jul suivront ses traces trouveront, à côté de leurs

méditations, le regret d'une destinée cruelle. Qu'il me soit permis,

|)0ur avoir eu quel(|ues pensées en partage avec M. (liiprl, de

joindre l'expression sincère de ce regret à cenc de mon achniia-

tion j^our son génie.

XIT.

En ]>assant des formes quadratiques à facteurs réels aux formes

de degré plus élevé, la recherche des classes distinctes pour un dé-

terminant donné dépend en premier lieu de la détermination du

minimum de la fonction que nous avons désignée par Q. On n'a

plus alors cet ensemble de circonstances analytiques remarquables

que nous venons de parcourir, mais que nous retrouverons dans

la théorie des formes à facteurs linéaires que nous a\ons définies

i^ II. Le fait le plus important à observer, en abordant la théorie

des formes cubiques, biquadratiques, etc., consiste peut-être dans

l'existence pour chaque degré d'un certain nombre de formes

comme celles que nous avons nommées précédemment correspon-

dantes. M. Eisenstein a découvert le premier une correspondante

du second degré pour les formes cubiques, et l'on peut voir le

rôle qu'elle joue dans ses savantes recherches sur le nombre des

classes distinctes pour un déterminant donné. Nos principes,

comme on va voir, conduisent directement à cette même forme.

Posons, pour employer les notations suivies,

f = ax^ -H 3 bx-y -î- 3 cxy- -+- dy^
;

on aura pour la fonction B deux expressions bien distinctes, Tune

pour le cas où les facteurs linéaires x -\- y.j\ x -{- ol'y ^ x -i- t."y
sont réels, savoir :

l'autre pour le cas où, x + a;- étant réel, x -}- y.'y et ^ + v!'y sont
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imaginaires conjugués

[
2/= ^'2(a - a') ( a — a") — t'Hoi'— a')* ]=

= a^-
j^Tinr

Ces deux expressions dinerenles peuvent néanmoins être rappro-

chées l'une de l'autre de la manière suivante :

Faisons dans la première

^2 =^-2(y/— a"j2, t'^ = 1"^ {y. — :>!')-, t"^ — -J'^i'X — ol' y\

et dans la seconde

«2 = _^2(3t'_ a")2, t'^- = T'2(a — a'j(a — oc"
),

elles deviendront i-espectivement
2 2 2 3

= a2(a _ a') (a - a"; (a'- a")
I

(^îl^-.- (^^y-r- (^ y ] ',

0^a2(a_a')(a-a"j(.û'.'-a"; ["_ 2
(^J,^- (^^ j '•

Or il est visible que, au facteur ^— i près, la seconde valeur se dé-

duit de la première en y supposant t" = x'. D'un autre côté, le mi-

nimum de l'expression

m'-m-

m

composée de trois parties dont le produit est l'unité, s'obtiendra

en rendant les variables égales, et la même hypothèse donnera la

même valeur pour le minimum de la seconde fonction. Posant

a* ( a — a' )2 ( a — a" )2 ( a'— a" )2

= 27 (— a^d-'V- Zb-c-— 4rtc3 — \db'^ -r- Gabcd) = 27D,

on trouvera respectivement, pour les minima des deux expressions,

les valeurs

^'Kb et \/— 3«.D,

et, pour les formes définies auxquelles nous avons donné le nom
général de correspondantes,

'^ = -^ (a'— a")2 {x -+- yy)'--^ (a — 'j.")-{x -\- %'y)-^ {% — a')2 {X -r- ^"y)^.

çp = — (a'— a")2(j7-h !xy)-'T- 2(x — a') (a — a") (a; -h aL'y){x -^ l'y).
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La difTércncc analytique de ces deux formes manifeste la difTérence

de nature entre les formes cubiques à facteurs réels et à facteurs

imaginaires: dans le premier cas, "5 s'exprime rationnellement par

les coefficients dey, et l'on arrive à la forme de M. Eisenstein en

multipliant par le facteur rt-, savoir:

o = (ac — b'^}j:- -r- {ad— bc) xy -r- {bd — c-)y^.

Dans le second, il n'en est plus de même, et l'opération de la

réduction exigera le calcul numérique de la racine réelle — a. Mais

les limitations des coefficients pour les transformées réduites

AX3 -t- 3 liXn^ n- 3 GXY2 -f- DY3

dépendent toujours de ces formules

ad<(|)Vd, bc<(|)Vd.

en ayant soin de prendre la valeur absolue de D.

La correspondante à coefficients rationnels peut être aussi rat-

tachée à une origine différente de celle que nous venons de lui

donner, en la considérant comme le déterminant du système

d\[ d\f
dx'^ dx dy

d\f d-^f

dx dy dy^

et de là se déduirait une démonstration facile de sa propriété ca-

ractéristique. Mais je veux surtout faire remarquer comment celte

seconde expression conduit au théorème suivant :

Qu'en multipliant o par elle-même, le produit est toujours

transformable en son opposée.

Partons à cet effet des substitutions

X = {ax -r- by) x'-+- (bx -+- cy)y',

y = (ôa; -f- cy) x' -\- {ex -^ dy )y',

et représentons par o, z>', <I> les déterminants des systèmes

ax -f- by bx ^- cy ] \ ax -^ by' bx' -^ cy'

bx ^\- cy ex -^ dy
\

|
bx' -i- cy' ex' -+- dy'

c\ — bY d\—eY
bX— aY cX — bY
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On trouvera d'abord, en résolvant successivement par rapport

à x', y' et X, 7,

,__"%.{ ex -^ dy) — \ { bx -^ cy\
, _ — ( bx ^ cy) X -t- (' ar -f- by )

Y

_ \{cx'-^ dy' ) — Y(bx' -^ cy') _ — ( bx' -^- cy')\ -^ (ax' ^ by')'\
X ;

^
> y ; •

? ?

Les deux premières formules donneront ensuite

x'{c\ — bY)^ y'{d\ — c\)

y = ?
y'(c\ — bY)~x'(— bX -^ aY)

et, en égalant entre elles les deux valeurs obtenues, par exemple

|)our X, on trouvera
ocp' = <I>.

Or on vérifie de suite que <ï> est précisément l'opposée des deux

correspondantes semblables cp et -j'; ce qui démontre la proposi-

tion énoncée.

Si, de plus, le coefficient moyen étant pair, ces formes sont pro-

prement primitives, <ï>, composée de nouveau avec o, donnera la

forme principale de même déterminant; toutes les classes de formes

cubiques auront une correspondante quadratique, dont la trijdica-

tion donnera cette forme principale. Mais il a été établi en outre,

par M. Eisenstcin, quà toute classe quadratique yk répondait

effectivement iine seule et unique classe cubique, lorsque le déter-

minant n'avait pas de diviseur carré. Ce beau théorème montre,

comme on voit, un rapport digne de remarque entre deux théories

qui n'offrent au premier abord aucun point de contact.

Paris, juillet i85o.



SUR LA THEORIE

FORMES QUADlIVTKiUES TEaN4IRES INDÉFINIES.

Journal de Crelle, Tome 47.

M. Gauss a distingué les formes quadratiques ternaires en dé-

finies et indéfinies, suivant qu'elles sont réductibles par une sub-

stitution réelle aux formes

± {x- + y''- -\- z"^
) et ^ix^'-^y^' — z"-).

Nous considérerons dans cette Note les formes

f = ax- -t- cîy- -\- a" z- -h 2 byz -^- ih' xz -\- 1 h"xy,

réductibles à

X2 + Y2 — Z2;

et tout ce que nous en dirons s'appliquera de soi-même à l'espèce

des formes indéfinies qui appartiennent à l'autre type

Il est bon cependant d'observer que ces deux types sont essentiel-

lement distincts l'un de l'autre, c'est-à-dire qu'il est impossible de

trouver aucune substitution réelle qui change

X- -\- y- — z- en — X^ — Y- -^ Z^.

Le déterminant, ou, d'après la nouvelle dénomination de M. Sjl-

vester, V invariant de/, sera

A = ab^ -h a' b'^ ^ a" 0"- — ibb' b"— aa' a"
;

la forme adjointe ^" sera

d\ „ dl d\ dl d\ dl
* da da "^ da db '' db db -^

H. - I. t3
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En même temps que la forme indéfinie /", nous considérerons la

forme définie

où )>. 'Ji, V sont des indéterminées réelles, assujetties à vérifier la

condition

Cela étant, on concevra qu'on calcule la suite infinie des substi-

tutions propres à réduire 9 lorsque les indéterminées A. ui, v passent

par tous les états possibles de grandeur. Chacune de ces substitu-

tions faite dans / donnera une certaine transformée. Nous dési-

gnerons leur ensemble par le sjmbolc (/), et nous aurons les

propositions suivantes :

I. Si deux formes ternaires f et F sont équivalentes, (/)

et (F) contiendront les mêmes formes et seront identiques.

II. Si la forme ternaire f a pour coefficients des nombres

entiers, (/) ne contiendra qu un nombre essentiellement limité

de transformées distinctes.

Effectivement, si Ion représente par F = (
* ' „,' '

j 1 une quel-

conque des formes contenues dans (/), on a ce théorème :

III. Les cinq expressions

AB2, A'B'^ A"ir^ BB'B", A A'
A"

sont comprises entre les limites

-\- i\ et — 2 A.

De là suit que la totalité des formes pour lesquelles A est le

même ne donneront (ju'un nombre fini de svmboles (/*) distincts

les uns des autres, c'est-à-dire que les formes ternaires indéfinies

de uîêuie invariant ne dt)nncut jauiais (pi un uouibre limité de

classes.

IV. Les substitutions propres à réduire o contiendront toutes

les substitutions qui peuvent changer en elles-mêmes les di-

verses formes de (/).

Le calcul numérique de la réduction continuelle de la forme o,

lorsipie X, 'jL, V passent par tous les états de grandeur, sous la con-

dition

iM.X, [JL, V) = — A,
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m'a coniluil à de loiif^iics cl pénibles recherches dont le théorème

suivant esl le poini de départ :

Lorsque 9 cesse d'être réduit par une variation infiniment

petite de )., [j., v, la substitution qu'il faut employer pour le

réduire de nouveau est V une des soixante-deux substitutions
»

d'Eisenstein, par lesquelles une forme définie réduite se

change en elle-même.

La jnème proposition a encore lieu à l'égard de cet autre genre

do formes 9, savoir :

o = \{ax -\- a'y •+- a" z)--r- \x{bx -+- L'y -r- b" z)--\- \{cx -+- c'y -+- c" z }-,

que j'ai introduites dans l'étude des formes cubiques

/ = (ax -+- ày -1- a" z) {bx -f- b'y -l- b" z) (ex -H c'y -+- c"z).

J'espère pouvoir donner, dans une autre occasion, le résultat de

mes recherches sur cette question si difficile; mais, pour appro-

fondir la nature des substitutions qui changent en elle-même une

forme indéfinie, j'ai employé l'analyse suivante :

Étant proposé de découvrir la substitution de x, y, z en X, Y, Z

qui donne identiquement

(I) f{x,y,z)=f{\, Y, Z),

j'imagine que les trois premières variables, ainsi que les trois der-

nières, soienl exprimées par des indéterminées auxiliaires \, r,, ^,

et cela de manière qu'on ait

(2)

Sous ces conditions on va Aoirqu'il est facile d'obtenir les exprès

sions de x^ y, z et X, Y, Z en ^, t,, Ç. Effectivement, il viendra en

premier lieu

(3) /(--; -X, ir, - Y, or - Z) =/(X, Y, Z),

d'où, en développant et réduisant,

(4) -^-^^^'^"-'^^T^-^^--^^-

\
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Or il est visible qu'on satisfera de la manière la plus générale à

cette équation en prenant

I A — : -1- V -^ V-~T?>
I

dr^ ai,

(5) V = ,^,.|_,|, .

\ dz, d(\

}., a, V désignant trois quantités arbitraires. Réciproquementj si

l'on a \érifié ainsi l'équation (4), on en conclura nécessairement

l'équation (3). Les formules générales ('), pour la transformation

en elle-même de la forme /", s'obtiendront donc en résolvant les

équations (5) par rapport à ç, r,, ^ et substituant les valeurs obte-

nues dans les relations

(6) r = -2r,-V,

( z ^ -i-C — Z.

Mais la conclusion suivante, à laquelle je suis arrivé dabord par

une analyse plus difficile, n'exige pas qu'on fasse ce calcul. Ajou-

tons les équations (5); après les avoir respectivement multipliées

par \, [Ji, V, il viendra

(7 )
X X + îJLY + V Z = Xt + |xr, -~ vr,

et Ton en déduit, par les équations (6),

XX-i-iJ.Y-i-vZ = Xr-4- ixy 4- v c.

Voici donc une fonction linéaire qui se change en elle-même

par la substitution qui change aussi la forme y" en elle-même. Cela

posé, il est visible qu'au point de vue de la recherche présente des

substitutions à coeflicicnts entiers, les indéteruiinées X. |jl, v iloivent

avoir des valeurs rationnelles ; ainsi Ion peut faire ces (piaulités

proportionnelles à trois entiers /, nu /> , sans tliviseur commun.

(') L'analyse de M. Hcrmite ne prouve pas qu'on obtient sans aucune excep-

tion toutes les substitutions triinsfornianl la forme en cllc-mùme; ce point essen-

tiel a été ultérieurement complété par M. Hcrmite. {Journal de Crel/e, t. 7S.

)

E. P.
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D'après cela, choisissanl six aulres nombres /', /«', n\ /", m", «",

de manière que le délcrminanl du sjslème

/, m, n\ /', /n', li] /", ni', ri'

suil luniU', posons

I l .r -h m y -r- n z = u, l X -^ m \ -h n Z = {],

(8) } r j- -i~ ni j^ -i- n' z — i', /'X H- /?i' Y -t- n' Z = V,

( l"x -i- ni'y -+- n" z = »'
;

l"\ -\- m" Y -f- /î"Z = \V.

A la subslilulion proposée entre les variables x, y, z, d'une part,

X, Y, Z de l'autre, succédera une nouvelle substitution entre les

deux groupes u, ç, (v et U, V, W d'une manière toute spéciale;

j^ar ce fait, l'équation correspondante à (6) devient alors simple-

ment
u = U.

Or cela é([iii\aut à dire que, pour celte subslilulion, les indéler-

minées analogues à [a et v sont nulles, l'autre restant encore arbi-

traire. Ainsi l'on en fera aisément le calcul en employant les

relations

« = 2 ç U
,

t' = 2 Tj — \, fV = 1^ — W
et

U = c, ^' = r, -t- X —T J w = r — A -p-

,

dans lesquelles F(«, ç, w) sera la transformée de f(x, y, z), ob-

tenue par la substitution (8). Mettant :^)> à la place de )., et posant

^ = (b; b',' b") ' ^ (^^^'^ '^'J'^'"'' '^' ^^ =
(s,' î,' r)'

r I
— 2 X B -f- x-^ i\ ) ^'— 2 X A "

^^'

on
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el il viendra

u = U,

f w= iqW ^ 5' j U-^7A'V^(/?~B^;W.

Ces formules sont celles auxquelles nous voulions parvenir
;

elles ne conliennenlde fraction que la quantité —— . qui peut ne

pas se réduire à un nombre entier par la seule condition

Cependant, si nous employons, au lieu des nombres p cl 7, les

suivants

P=p-^^^q^-, q^-2pq.
qui donnent aussi
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formera en égalanl à zéro le dclcrniiiiaiil du syslciue

'. — X a' a"

'90

b'-l h"

c' c" — ).

adnicl Ira pour une de ses racines /'iinilé, el pour les autres

deux valeurs réciproques.

II. Si l'on représente ces deux racines réciproques par

À = r"v-i et - = ^""'v'"', lacondilion pourque la substitution S,

prise n fois de suite, donne en dernier lieu une substitution

identique, est donnée par Véquation no)^i~; et les seules

valeurs possibles du nombre n, si les coefficients sont entiers,

sont /? = 2, 3, 4j 6.

III. Il existe un nombre infini de formes quadratiques ter-

naires qu'une même substitution change en elles-mêmes ; et

l'on peut les représenter ainsi

f^k.V- /BG,

A, B, C désignant trois fonctions linéaires déterminées, et

A\ l deux coej/icienls arbitraires. Toutes les substitutions qui

changent en elles-mêmes ces diverses formes s'obtiendront en

faisant

5\, B = Xi3.
X«'

51, B, C désignant trois fonctions de même forme que A, B. C,

mais relatives à d'autres variables, et \ une constante arbi-

traire.

Paris, mai i853.
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THÉORIE DES FORMES QUADRATIQUES.

Journal de Crelle, Tome 47,

PREMIER MÉMOIRE.

La mélliode que j'ai exposée dans un jirécédcnl aiiicle, [)Our

obtenir toutes les transformations en elle-même d'une forme ter-

naire indéfinie, exige, comme élément analytique essentiel, la con-

naissance des systèmes d'entiers qui rendent positive la forme

adjointe. La nature d'une pareille condition fait bien voir que

les transformations semblables d'une forme indéfinie impliquent

nécessairement dans leurs expressions un nom!)re infini dentiers

arbitraires. Les considérations que nous déveloj^perons ici mon-

treront même la possibilité de donner aux formules de Iransfor-

jnations une expression qui oflVe explicitement un nombre infini

d'entiers indéterminés. Nous insistons sur ce point, parce qu'il

nous semble caractéristique dans la théorie des formes quadra-

tiques. D'autres formes donneront lieu, eu effet, à un nombre

j)arcillcment infini de substitutions semblables, mais loules ces

substitutions s'expriment avec un nombre essentiellement limité

dentiers arbitraires. Telles sont les formes du z?"'^""' degré, décom-

posables en n facteurs linéaires, pour lesquelles on a la proposition

suivante :

Soit a le nombre des faeletirs linéaiies réels, b le nombre
des couples de facteurs imai;i/)aires conji/s^ucs et m — i la

somme de ces nombres : toutes les substitutions semblables

seront données symboliquement par la formule

('//i, o'"; c'".*» C'"ii
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où /fit, ///j, . . . sofit (les entiers arbitraires et S|, So, . . -, MSith-

stitutio/is te/les f///'a//(u/)e (Celles ne puisse s'exprimer par les

produits des puissances des autres.

On pcnl encore démon Irer, par rapport à ces formes, qu'en

noninianl S eL T deux subslilulions semblables quelconques, on a

toujours
ST = TS.

Au contraire, dans la théorie des formes ternaires indéfinies,

une pareille relation n'existe qu'autant que S et T sont les puis-

sances d'une même substitution, auquel cas la relation proposée

se vérifie d'elle-même. Nous rappellerons encore que la connais-

sance d'une transformation semblable d'une forme quadratique

ternaire ne définit pas complètement cette forme, de sorte qu'une

substllulioii donnée change en elles-mêmes une infinité de formes

ternaires distinctes. Parle théorème suivant on verra, au contraire,

comment une forme décomposable en facteurs linéaires est connue,

à un facteur près, lorsqu'on donne une de ces transformations en

elle-même.

Désignons cette substitution par 2, et concevons qu'on forme

S-, S'', ..., S' en l'eprésentant par cette notation la même substi-

tution, prise 2,3,.. ., i fois de suite, et, pour fixer les idées, su])-

pospns la substitution S donnée par les formules

a? = aXH-rt'

Y

+...-+- «("-" U

,

jK= b\-^b'\ ^...- //•'-DU,

u = k X _f- /,' V + . .
. -^ /,i«-i.' U

,

et la subsUtulion S' par les suivantes

Xi = «/X H- (l'iX u,

)

En formant le déterminant du système

X Y ... U
I

X y . . . u

' n—l J n-l
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on aura, à un fadeur numérique près, la forme en X, \, ..., U,

décomposable en facteurs linéaires, et que la susbtitution échange

en elle-même. Je me réserve de démontrer prochainement ces

théorèmes, sur la forme décomposable en facteurs. Le dernier

exige qu'aucune puissance de la subslilullon S ne puisse donner

la substitution idenli(jue

X = X, y — Y, .... u = \j

.

Ces exemples de la grande difrérencc que Ton doit établir entre

la théorie des formes quadratiques et celle des formes décompo-

sables en facteurs, au point de vue de la recherche des substitu-

tions semblables, ajoutent encore, ce me semble, à l'intérêt de la

question difficile (jue nous avons abordée pour le cas des formes

ternaires. En se bornant dabord en quelque sorte au point de vue

algébrique, on est conduit à |)lusieurs théorèmes qui nous ont paru

dignes d'intérêt, et que nous exposerons avec détail. Nous donne-

rons ensuite un nouveau développement aux considérations arith-

métiques déjà présentées dans notre premier article.

PREMIÈRE PARTIE.

I.

L'analyse que j'ai exposée précédemment dans \e Journal de

Crelle donne sous la forme suivante, au moyen de trois indéter-

minées X, a, V, l'expression de toutes les substitutions (jui changent

en elle-même une forme ([n;uhali(|ue lernaire. Posons, en conser-

vant les mêmes nolalions,

f = ax- -{- a y- -k- a z- -^ :>. byz -h lo xz -r- i o xy = l . . , , , I »

A = ab- -+- a b- -— a" b"- — ïbb' b"— aa' a"

,

et représentons la forme adjointe j>ar

/ b- — a' a" , b- — Tnt', b'- — aa'\

^"^\ab-b'b\ ab—bb', ab"—bb')'

Nous aurons souvent besoin d employer la valeur de
ff

lorsqu'on
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incl A, u, V pour la première, la deuxième el la troisième iuclélcr-

minée; nous la désignerons par y, de sorte que

Y = 5'(^. [J-, "0.

et MOUS |)Osons eiiliii

Il .- XX + ;jlY-^vZ.

Cela ('•laiil. ou auia i(l('iili([M('ni('iil

/(\r,j', -)=/(X, Y, Z),

en prcnaiil

On peut le démontrer directement de la manière suivante :

Déduisons en premier lieu des formules (i) les valeurs des trois

,. . ,. , . df clf df
^

.

tondions linéaires -~ , -^ 1 — \ ow trouvera sans peine
dx dy dz '

(-v.i-(-.')i-(v:^'-^|)-^>-.

et nous allons en conelure l'identité

^ / df df df\ , J^rdf .,df ^ d/\

Multipliant à cet elTct, membre à membre, les deux premières

équations de (i) et (2), nous disposerons de la manière suivante

les divers termes du produit

,,., df ( df df\ [., d'( d'!\
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et nous concevons qu'on ail opéré de même pour les produits

„_,,^|. <,_,,4/.

Or, en ajoutant membre à membre les équations ainsi formées,

on va voir se présenter diverses sommes partielles de termes dont

l'évaluation est très facile. Considérons d'abord le premier terme

mis en évidence dans (i — y)"^ -/-' savoir :

^<-v'K^-:^-'^|)^

ses analogues dans les valeurs de

df
^'-V-y^ et ( -...^

dz
seront

et leur somme, que nous désignei'ons par le signe - mis devant le

premier terme, s'exprime évidemment ]iar un déterminant à trois

colonnes, de sorte qu'on a

i.(,^ï,x(vg-z^;) = .„-.-p

X, X.
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el

ilh \ (tw d\i. I a\x d\x

d^i d'i
, Z

Malnleniinl, il csl à é\;iliier cimi autres sommes parlicllcs donl

aucune ne s'évanouit plus. On a d'abord

dZ

Pour calculer ensuite

on emploiera une formule élémentaire de la théorie des détermi-

nants qui exprime une somme de produits de déterminants à deux

colonnes par un déterminant qui est lui-même à deux colonnes.

En ayant aussi égard à la relation suivante, qui est facile à dé-

montrer,
' d^ df

, (h df d'[ df „Y ^v7^
dXdX^dl.dY'^d^dZ- ^^^^ -^ H- l^Y + /Z),

on trouvera

enfin, il viendra immédiatement

S4X-i Ari2 = SvAn^,
dk

S4(i-+-7)AXX"i1 = 4(h-y)AI12,

rdf
d\ dX

z^V

et, en ajoutant et réduisant, on obtiendra finalement, comme nous

l'avons annoncé.

' d\ dX
Z^^ dZ

de sorte qu'on a identiquement

f{T,y,z)=f{\,X,Z\
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Nous allons maintenanl donner quelques conséquences de ces

formules que nous venons de démontrer, j)0ur la transformation

en elle-même d'une l'orme ternaire.

IL

La première de ces conséquences est le théorème exj>rimé par

l'égalité

Ax -+- \j.y -4- V ^ = À X -i- jj.Y H- V Z,

et que nous avons précédemment fait connaître. Nous j joindrons

la remarque suivante :

Selon que la substitution par laquelle /se change en elle-même

est au déterminant -{- \ ou — i, il existe une fonction linéaire

que la même substitution reproduit identiquement ou reproduit

changée de signe.

m.

En mettant en évidence les indéterminées X, Y, Z, dans les for-

mules (i), de sorte qu'elles deviennent

X = a X -H a '^ -H a'' Z

,

y = ÙX^ l/\ -^b"Z,

z = c X -T- c' Y -h c" Z.

les racines de l'équation du troisième degré cjue 1 on forme en

égalant à zéro le déterminant du système

a — / a a

b b'-t b"

c c' c"— t

sei'ont

t= I, t = t = ^.
/«;

Ainsi 1 ttn voit (pu- cette étjualiou est rcciproijiie, comme nou:

l'avons déjà dit.
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IV.

En forniaul rt'X|)ressl()n

1 / df df\

on Irouvcra (|ircll(' r«'|ii()cUiil une expression de même nature en

X, Y, Z, mais où les signes de \j. el v sont changés, de sorte qu'on

obtient
I / df df\ „ I / df df\

et l'on trouvera de même

Ces formules montrent qu'en désignant par S la substitution (i),

S~* se déduira immédiatement de S, en j changeant A, [j., v de

signe.

V.

Faisons suivre S d'une nouvelle substitution S', où l'on aurait

mis )/, jj.', v' au lieu de )., a, v. La substitution composée S S' chan-

geant/en elle-même sera nécessairement comprise dans la même

forme analytique que S et S', et devra se déduire des formules (i),

en mettant au lieu de )., tj., v des quantités £, iH, ÎI, fonctions de ).,

[A, V et de V, ij.', v'. Or voici Fexpression de ces quantités :

Posons
/ = ;j.v'— v'jl', 711 = vX'— ).v', n = Xij.'— \ka',

L = al -^ ni -{- n ^ - -pr ?

2 dl

.M — b" l -i- a m -^ bn ^ - -f—')
•2 dm

et

ï\ = b l -^ b/n -^ a n =: - -f- :

2 dn

d\
~^

' dix <Yv
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on aura

. X -+- X' -+ L
% =

*>=
, + r

I
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l'osons cnsiiile, |)oiir abroger,

K = Ix -h [xy -{-'JZ, TTT = X X -h [jlY -f- vZ, II = À U -t- ;/V -t- V W,

rjz^l'x-^ix'y -hVz, Tn'=X'X-H(Ji'Y-Hv'Z, 11'= À'U -i- |ji' V-^ v'W,

o = Lx ^My + ^z, i{> = LX 4-MY-i-NZ, <I> = LU -f- MV + NW;

nous ol)ti»'ii(li()ns lininédialciiieiil la rclalion

Tt'+ cp =: ru'— 'II,

en ajoutant les équations (3) respectivement multipliées, la pre-

mière par )/, la seconde par iji' et la troisième par v'. Si 1 on opère

de même sur les équations (4) avec )., u, v, il viendra

TH — •]< = n -(- <I>.

Or on a à la fois

•77 = TU,

m' = II';

on en conclut la relation proposée, savoir :

-
-t- t:'+ C5 = n -h n' -H *.

VI.

La substitution composée S S' peut être définie par trois rela-

tions linéaires entre r., rJ, '^ et II, II', <I>. Posons, à cet effet,

et

(i-Y')-=/^> (i--'!)U'^-P.

(i-Y)Tr'+2(n-r)r = fy, (i _ y') H + 2(1 - 1^) D' = — Q.

7.{t. + -'+ o) = r, 2(n-f- n'-r *) = — R;

on aura les équations suivantes :

/> = Q-R,

q = P — R,

r = — R.

Nous remarquerons encore le résultat de la substitution des

H. - I. ,4
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variables r., -', cp aux variables x, y, z dans la forme ternaire pro-

posée. En posant en premier lieu

X 37 -f- [xy -^ V 5 = ~

,

X'x -r- y.'y --- -/ z =; r',

L X -t- AIj' -i- \ ^ = o

,

on a identiquement

/(•^. y, - ) /( ^ '"
'

'î > = ?^ — v'"- -^ ' I'
""' — V"

•

On trouvera encore

g{x, y, z) = V" f, "«• " ' ^- -^ 7^- -^ 2»^ Tl -^ T''^-'

en emj)lovanl la substitution transposée

X = ).; — À'r, -^ L^,

y = tjL; -f- tji'r, -f- M ^,

^ = V: -i- V r, -+- .\ I.

D'ailleurs, la forme

est l'adjointe de
o, o, r

-Y', -V, <
!.

o, o, r !

'

VU.

Les propositions précédentes peu\ent être présentées sous un

autre point de vue, comme se rattachant à la théorie de la compo-

sition des formes. Elles nous seml)lent ollVir. en efl'et, les pre-

miers exemples de l'extension de la tlu'orie, donnée par M. Gauss

pour les formes binaires, aux formes quadratiques d'un plus grand

nombre d'indéterminées. Concevons qu'au lieu des formules < il

on prenne les suivantes, où l'on a >uppnnu'' le dénominairur et

introduit une nouvelle mch'-lermiiuc ;. de sorlt^ qu'elles dcN icnnenl

homogènes relalivenicnt à A, <j.. v. -. sa\oii' :

)X 'Il 'JL
d\

df

dh

3 = (pî-HV)Z

di

K'ïï" ''7\^-f-
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on mira

J\^, 7, -) =/(X, Y, 7.)[f- - g{\, jx, v)p.

Ainsi loiilc forme ternaire est composée d'elle-même et du carré

de la l'orme ([iiaternaire p-— g'Q^i [^5 v). Nous joindrons à ce théo-

rème les résultats suivants, ([ui dépendent des mêmes j)rincipes.

Faisons, pour abréger,

\ = -jiZ— V Y,

r, =vX-XZ,
Ç=.XY-,a\,

la substitution

X = (p'- 4- y) X + p ^ - à ©,

r = (
?' + ï) Y + ? '^^ — îjl(S,

^ = (p2 + YJZ-^p -^^^
— v©

donnera identiquement

^-(a;, j, 5) =^"-(X, Y, Z)[p2_^o'(X, a,v))^

Soit encore

En posant

on aura

- . df df df

•2 = (cp -h Ap2) Z -i- p ^ — vf.

/(^> r, -) =/(X, Y, Z) [Ap-2 -/(X, u, v)]2.

Ce dernier résultat, conséquence immédiate du précédent, offre

sous une forme analytique nouvelle les expressions générales des

substitutions semblables pour les formes ternaires; on les déduira

sans peine, d'ailleurs, des formules (i). Enfin, on trouvera

ffi^.y, -) = ^(x, Y, Z) [Ap2 _/(À, IX, v)j2,
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en employant la sul)stiliili(jn

VIII.

L'élude des formes ([ualernaires de déterminant carré, (jui

viennent se présenter dans les théorèmes précédents, savoir :

p' - .•?(>^, K, V) et Ap2 _/(À, ;a, v),

conduira à d'importantes notions arithmétiques. Dans un autre

travail nous essayerons d'approfondir la nature de ces formes, qui

nous paraissent devoir offrir une nouvelle a[)plicalion de 1 idée in-

génieuse des nombres idéaux de M. Kummer. Elles donnent lieu

effectivement aux théorèmes de composition que nous allons

énoncer, et dont on trouvera sans peine la démonstration par ce

qui précède. Posons
jC = Xp'-t- À'p-H L,

itt = ;ap'-l- [jl'p -+- M,

11= vp'-T- v'p^N,

x\ ^ pp'-r- r,

où L, ]M, N, r ont la sij^nilication donnée (§ ^ )• On aura identi-

([uement

Î12 _ g{£^ i\\, W) = [p2 - ^-(X, a, V)] [p'2_ ^^(X', jjl', v')].

En second lieu, faisons

' 2 \ (/V <7 UL / 2 «A '

2
^« = ^=--(v'-À-'>^J-^2ièr'?'

^^=^?-^2(^'^-.-^'>;)-^,,77'?"

H = pp'-i- XX' -t- ;ji,u'-+- vv';
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011 iitn'ii

MV- -/( Jf, l\\, Il ) =
[
\o2 -/()., IX, V )] fp'2

- ^0/, ijl', v')].

Ces doux lliéorriiK's coinprcnncnl, comme cas particuliers, ceux

d'Euler el do Lagrangc, sur le produit de deux sommes de (jualre

carrés, ou de deux fonctions de la forme

x^ -t- aj-- -+- bz- -T- abu-.

IX.

Nous avons déjà dit qu'on désignant par S el S' deux substitu-

tions semblables quelconques on ne pouvait avoir la relation

SS' = S'S

qu'en supposant S et S' exprimables par les puissances d'une même
substitution. C'est ce qu'on peut établir de la manière suivante :

D'après le théorème du § V, si l'on désigne par A, a, v; /.'. u.', v'

les quantités qui déterminent les substitutions S et S', et par C,

m, ît celles qui déterminent la substitution composée S, S', on aura

f =

^ y' -t- \
14-1^

Gela étant, si l'on permute simultanément À et )/, a et a', v et v'

de manière à obtenir les quantités analogues à C, iH, X\ pour la

substitution S'S, on trouvera immédiatement que ces quantités ne

diffèrent des précédentes que par les signes de L, M, N. La con-

dition SS'= S'S entraîne donc les relations

L = 0, M = o, A = o

et, par suite, celles-ci :

/ = o, m = 0. « = o,

puisque le déterminant relatif aux trois fonctions linéaires L, M, N
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est cssenliellcincnl diflérenl de zéro. Or les valeurs de /, m. n font

voir que X, [J-, v sont aussi respectivement proportionnelles à )/,

a', v'; la proposition annoncée revient donc à celle-ci :

T'oHtes les substitutions semblables oh A, a, v sont propor-

tionnels à trois nombres constants se réduisent aux puis-

sances cV une seule substitution.

Pour le faire voir, observons en premier lieu (pn- ces quantités

À, u., V ont nécessairement des valeurs rationnelles, si la substi-

tution est à coefficients entiers. Nous pouvons donc supposer en

général
X = /.a. ixr-^k^, /•Y,

1, [X, V étant trois entiers constants sans diviseurs communs, et k

un facteur rationnel arbitraire. Cela posé, prenons six autres

juenibres a', [îi', y'; a", [j"
,
y", de telle sorte que le déterminant du

système
: P ï

soit l'unité; en faisant

Y

a X

a' X

a"x

li J- + Y- = "'

la forme ternaire jiroposée /{jc, y, z) se changera en une forme

équivalente que nous désignerons par F(?/, c, w) et dont les sub-

stitutions semblables se déduiront immédiatement de celles de la

proj)osée. Désignons, en efl'et, spécialement par S les transforma-

tions semblables dey, où a, [i, y sont supposés constants: k étant

seul varial)le, les transformations semblables correspondantes de F

seront données ])ar la formule svndjolupie

où ï est la substitution employée ci-dessus, entre les variables x,

•)', :; et u^ e, (w Or il suffira de prouver que ZSS"' est de la

forme T" ; car de Téqualion

X S 1 -' ::= T"

on tirera, comme on le \oil. bien fieilenuMil
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Or, coinnic nous l'uvoiis ieniai(nic dans noire premier arlicle,

les Iranslurnialions semblables de F (m, v, w), données j)ar la for-

mule SSS"', sont caraclérisées en ce que la fonction linéaire que

ces transformations reproduisent est simplement la variable u. Ap-

pliquant donc cette forme F aux formules générales (i), nous j
devrons faire u et v nuls, pour en déduire l'expression particu-

lière des transformations SSS"'. On trouvera ainsi, en supposant

F(«, V, "') =
(^,3^

,j, p„j rt 1 adjointe ==
(^^^ ^,^ ^„ j

,

u = U,

(i — 2BX -+- 31X2) V _ 2 A"X W — ^(B'X -+- Î3"X2)U
'= ^^^30-^ '

2 A'X V -I- (i -t- •.'.

B

X -+- 51 X2 ) W + > ( B" À — IV X2 )

U

et c'est là le Ijpe des substitutions que nous devons ramener à la

forme T". Observons à cet effet qu'en j supposant nulles les va-

riables u et U, elles doivent fournir les sidjslitutions semblables de

la forme binaire

A' t»'- -i- 2 B (• HP' -T- A" (1^2

Cela nous conduit à faire

i-^5VX2 ^X

I
— i\X2 ^' I-5VX2

p el q vériliaiil l'équation

p--2iq'-^ I.

Or il vient ainsi

p-Bq)\- AVyW - ( BVy + ^^' ^"
^"

) U.

w = \'q\ -^(p + Bç) w + f Wq - '^ '^'^'

d'où l'on tire

U;

et

31 »' — tV a -h ( B" u -+- A' i' -+- B n-
)
\/l\

= {p^q v/â ) [i\W — tVU + ( B'U ^ A' V + B\V) v/^]

31 (V - tV u — ( B" u H- A'r M- B (v
) v^^

= {p-q v/^) [5^W - iV U _ (B"U -^ A' V 4- B\V) /J].



XlC) OEUVRES DE C H A lU. E S II E R M 1 T E .

Mais on sait qu'on peut faire

les entiers P et Q étant les moindres nomljres qui vérifient la con-

dition

La substitution considérée étant donc définie par les équations

u = U,

^ (?• — iV u — (B"u-^\'v^Bw) v/^

= (p ^_ Q /^)" [^^v _ i3'U -i- (B"U ^ A' V -^ BW ) Z^],

2K ir — 'ô'u — ( B" u -+- A' v-hB H'
) /^

= (p _ Q /^)« [svW - i3'U — (B"U -^ A'V -- BW i ^/Â],

il est é\ident qu'elle résulte de la substitution particulière pour

la([uelle n = i, prise n fois successivement.

X.

L'expression générale des transformations semblables donnée

au § I peut être présentée sous une forme analytique bien diffé-

rente, en cherchant à mettre en évidence les fondions qui se repro-

duisent à un facteur constant près, comme nous venons d être

conduit à le faire. On y par^ient aisément de la manière sui\ante :

Désignons par a', ij.', v' trois quantités enlièremenl arbitraires,

et employons les mêmes notations qu'au § V, pour désigner des

expressions analytiques de même forme, savoir :

r = X a- -t- ijL^ -H V :;, 11 = X X -f- a Y -i- v Z

,

-'= À'a^-+- n'y -f- v'c, IT = À'X +- 'i'\'

9 = Lr ^- Î\I^ -T- \ -, 'I' = I. X — M V

v'Z.

NZ:

nt)us Irouvcrons d'abord, on ajoutant les étpialions [i), après les

a\oir rcspcctivomoul multipliées par À', u', v',

(i-Y)z' = (i-r-Y)Il'-2«l'- .ni.
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En second lien, nous di'-d niions des équalicnis (•>.) les .siii\anlc.s :

(<
/ df . df\ , ^

1 df . df \ d'f

J.df df\ , f^df df\
, ,

d"

Puis, en les ajoiilaul apivs les avoir imillipliées, la première par //,

la seconde par u.', la troisiriiic |)ar v'. il viendra

(i — Y) o = (i -4- Yj <I» — ^Yn'-^ y.ril.

Ainsi, l'inlrodaction des quantités arbitraires a', [j.', v' nous conduit

à celle Iransfornialion reinarcpialtlr dos équations (i), savoir:

- = n,

(i — YJ-' = — 2rn4-(i + Y)n'— 2*,

(i — Y)cp = 2rn — •'Y^'+Ci-^T)*;

et nous en conclurons en dernier lieu les relations suivantes, aux-

quelles nous voulions parvenir el qu'on vérifiera facilement :

;iz'_ r - 4- c5 v/y = '~~^I (y n'- rn + * v/y),
I -i- v/Y

Yr'-r^-çv/ï=-^^(Yn'-rn-*v/Y).
I — /y

Il est digne de remarque que les coefficients de la forme ter-

naire, les quantités )v, u., v, qui définissent la substitution par la-

quelle cette forme se change en elle-même, et enfin les quantités

entièrement arbitraires )/,
i».',

-/ ne figurent plus dans les coeffi-

cients de ces nouvelles relations que par les deux constantes y et F.

XL -

Les théorèmes de compositions relatifs aux formes quaternaires

p2-^(X, [1, V) et Ap2 — /()., [^, v),

donnés au § VIII, ont été déduits des expressions générales pour
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les Iransformalions sciiiblaljlcs des fonues Icrnaircs. Piéci])roquc-

ment, on peut obtenir ces expressions générales comme consé-

quence des théoi'èmes du § VIII par la méthode suivante :

Considérons le produit des trois fadeurs

mis sous la forme
ti^ — .^'ff, m. w •.

Pour ()l)Lenir les valeurs de C, i\\, 11. Il nous poserons

À À' À" / = a'v" — '';-'•", / = ;>•"' — '";-'•• f = ;^"'' — ''IJ^\

[x [jl' [x" , /n=:v'À"— À'v", ni =^ V /. — À"v, m" ^ '/'/.'— )>•/',

V v' v" rt = )/|ji."— ;j.' À", ri = /" [J.— [i.")., n" — /.-x'— |jl>,';

'^ -
;. dl

'
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OM illllM

L rr. i; . 1/ = O,

r = -r", r = -s'(Xi±rO\

ri, le (h'icriiiiiKiiit s"é\ anoiiissani . la xalnir de W dcxiondra

U = p'fpî — i'(À, .a, v)].

T/c'(|iiali(ii\

^{- — AM t", m. Il) =- [p2_ o.(X, jj,, v)l [p'2— ,^(X', ;ji', v')|fp"2— ^(V, |a", v"j]

se ri'diiisaiil donc à la siii\ante :

p'-[?'- ^(>M [^, V)]2 _ -(f, itt, 11) = [p2 - g(l, U, v;)]2 [p'2- ff(l'. ;j.', v')],

doiincia
^,?-(i:, m. U ) = ,^(À', a', v') [p--— gd, ;x, /)]%

el Ton on conclura

D'ailleurs on obtient pour i\ iH. Il les expressions suivantes :

jC = (- p2 + Y ) À' -- -2 p L — •>. À r",

m =
( p2 -^ Y )

.a' -T- 2 p M — > |Ji r ",

îl = ( p2 -f- y) v' -h -2 p N — -2 V r" :

de sorte cpic Ton retrouve ainsi lun des théorèmes donnés au

§ VIT. Mais il y a une autre conséquence à déduire des considé-

rations pi'écédentes.

Nommons respectivement S, S', S" les transformations sem-

blables de la forme ternaire y, qui sont définies par les quantités

X a V )/ ul' v' X" a" v" , ^. , -, -, ii

-, — ) - : -, > -ri -,', -77' V' -1,', les (luantites analoeues par lesqueilesppppppppp ^ Ol 1

sera déterminée la substitution composée SS'S" seront évidem-

ment ^' ^ ' î; • Ol' 1 livj)othèse admise précédemment, savoir :

revient à supposer la substitution S ' linverse de la substitution S

(voir § IV) : donc toute substitution, telle que

S S' S-',
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se lire de S', en y remplaçant -> '—
, - par trois fonctions linéaires

P ? ?

de ces quantités cpii donnent précisément une transformation en

clle-mèuie de la forme adjointe.

SECONDE PARTIE.

ÏNous venons de résumer tout ce que nous avons pu jusqu'à pré-

sent tirer de l'étude algébrique des formules générales de substitu-

tion par lesquelles une forme ternaire quelconque se change en

elle-même. Si nous nous sommes un peu étendus sur ces considé-

rations, c'est dans l'espoir de les lier un jour par de nouvelles re-

cherches à l'étude arithmétique des substitutions semblables, que

nous avons entreprises sous un point de vue si différent en le fai-

sant dépendre de la réduction continuelle d'une forme ternaire dé-

finie à paramètres variables. Afin qu'on puisse mieux saisir ce qu'il

y a de général dans ce point de vue, nous réunirons ici les deux

questions de l'équivalence des formes décomposables en facteurs

linéaires, et de l'équixalence des formes quadrali(pies indéfinies,

traitées par le même j)rincipc arithmétique. Dans d'autres Mé-

moires nous donnerons les démonstrations des théorèmes que nous

allons énoncer, désirant surtout en ce moment appeler l'attention

du lecteur sur l'identité de la méthode appliquée à des genres de

formes d'une nature si dilTérente.

I.

Deux formes sont dites cqiti\,alcnlcs liirs([u'on peulobtenir l'une

d'elles en faisant dans l'autre une substitution linéaire et homo-
gène, à coefficients entiers et au déterminant un. C'est en cola du

moins (pie consiste \équivalence ariUimétique . En admettant des

quantités quelconques pour les coefficients de la substitution, on

aura la notion de ce qu'on peut appeler Xéquivalence algébrique.

Dans le cas des formes (piadralicpies à un nombre quelconcpie n

(I iiiil('lt'iiniiiées, et des formes (.hi /i'''°" degré, décomposables en
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n fadeurs linraircs, un seul cL même fait aiialjliquc très simple

(l<'i(uile (le celle nolion. Ces formes, en effet, sont toujours algé-

l)ii(|ticincnl ('(iiiisalenles ; les |)remirres eoinnie réductibles à une

somme de /i carrés x^ -{- x'^^ -{-... -h •^,^_,5 les secondes comme ré-

duclililcs à un |)roduit de n variables jC^, x^, x-,, .,., x,i-\- I^e là

résulle, |)nui- ces deux genres de formes, l'existence d'un seul inva-

riduly c esl-à-dire d'une seule fonclion des coeffieienls, (|iii la re-

produit dans une transformée obtenue par une substitution algé-

bricpie, mullipliéc par une puissance donnée du déterminant de

celte subslilulion. S il s'ai;il d une forme cpiadralicpie à n indéter-

minées y*(^Q,j:j ,.. .,.r„_i), nous définirons cet invariant comme le

déterminant du système linéaire

I clf I df i df , df
j —

•1 dxQ 1 dxx 7. dx2 ! dx,i-\

Vouv une forme décomposable en facteurs linéaires

F = llQUiUi . . . lln-l,

où Ton suppose

nous le définirons comme le carré du déterminant relatif aux fonc-

tions

»0, «1, "2, •: Un-\-

Dans ces deux cas l'invariant, que nous désignerons par A, se

reproduira dans toute transformée, multiplié par le carré du dé-

terminant de la substitution.

IL

On peut particulariser la nature de l'équivalence algébrique de

deux formes, en exigeant que les coefficients de la substitution

soient des quantités réelles. Sous ce point de vue, les formes dont

nous nous occupons n'off'rent plus une seule espèce chacune, et,

en supposant leurs coefficients des quantités réelles, on a les pro-

positions suivantes :

1° Les formes du /i"-'™® degré, décomposables en n facteurs li-

néaires, sont réductibles par des substitutions algébriques réelles.
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à
^
(/i -{- i) OU ^{ii -\- i) lj[)cs distincts, suivant que n est impair

ovi pair. L'un de ces types est encore le produit x^Xi . . .x^-k des

variables, et les autres s'obtiendront en groupant deux à deux les

indéterminées, et remplaçant successivement le produit des indé-

terminées d'un même groupe par la somme de leurs carrés. Nous

les nommerons en général types factoriels, et le nombre des fac-

teurs dun type, qui seront formés d'une somme de deux carrés,

sera Y indice de ce type.

2° f-ics formes quadratiques à n indéterminées sont réductibles

par des substitutions réelles à n -\- i ty[)es distincts, dont lun est

la somme x'^^-\-x'\ +... + ^^^_, des carrés des indéterminées, les

autres s'en déduisant en faisant précéder du signe moins le carré

de l'une, de deux, etc. ou de toutes les indéterminées. Nous nom-

merons indice d'un type quadratique le nombre des carrés qui

sont ainsi précédés du signe moins.

La proposition relative à l'équivalence réelle des formes déconi-

posables en facteurs revient à la notion élémentaire des racines

réelles ou imaginaires des équations algébriques: celle (pii con-

cerne les formes quadraticpies, à la distinction géométrique des

diverses courbes ou surfaces du second degré, dans les cas de trois

ou quatre indéterminées.

m.

Les considérations précédentes impliquent ce théorème : que

deux types différents ne peuvent être identifiés par aucune

substitution réelle; elles conduisent aussi à la recherche des

conditions (pii doivent être remplies par une forme jiour qu'elle

soit réductible à un type donné. Pour h^s formes quadratiques.

M. Cauchy a donné l'expression suivante de ces conditions. Soient

/(xQ,Xt, ...,x„_i) la forme proposée. A,- l'invariant de la forme

à i indéterminées, qu'on obtient en faisant

Xi = o, Xi+i = o, .r/4-2 = o r,j_, = o :

le nombre des termes négatifs de la suite

A, A, A„

A, A., A„_,
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donnera Immétlialcinoiil l'indice du Ijpe aiujuel ap[)arlienl la forme

pro|)osée. IjC premier terme A, est le coeflicient de xl, et il faut

remar(picr cpie, si Tune des (piaiilih's A, A/, par exemple, vient à

s'(''vanuiiii", ou devra cousidéier les deux termes -^P- et -—^ comme

donnant, l'un un sij;n<' pins et l'autre un signe moins. Remarquons

(pi'en applicpiant la même règle à une transformée dey les quan-

lilt's A|. Aj, ... cliangcnl toutes en général, mais de manière que

le noud)i-e des termes positifs et négatifs de la nouvelle suite soit

exactement le nombre des termes positifs et négatifs de l'ancienne.

IV.

Un premier point de contact entre la théorie des formes décom-

posables en facteurs et la théorie des formes quadratiques con-

siste en ce que la connaissance des caractères propres aux divers

tjpes quadratiques, que fournit si simplement la méthode de

M. Cauchv, suffit pour arriver à la distinction des types factoriels.

Soit, en efTet,

la forme proposée, iii désignant la même chose qu'au § I; il est

aisé de voir que les coefficients de la forme quadratique

«0/ ' \«1/ ' \«2/ \«/^-l/

s'exprimeront rationnellement par ceux de F. Or le type facto-

riel (le F et le type quadratique de 'o ont précisément même
indice. Alors, si l'un des deux détermine l'autre, j'ajouterai la re-

marque suivante :

Soit (0 une fonction rationnelle quelconque des quantités

et faisons

quelle que soit l'indéterminée z, les coefficients de la forme
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s'exprimeront encore rationnellement par ceux de F, où l'indice

du type quadratique auquel appartient celte nouvelle forme sera

l'indice du type factoriel de F, augmenté du nombre des quan-

tités ù) qui sont supérieures à z. Ainsi le nombre des quantités to

qui sont comprises entre deux limites z^ et Zx sera déterminé par

la dilTérence entre l'indice du tjpe quadratique f pour z =^ z^ et

l'indice du type quadratique de la même forme pour ;; = ;,.

Arrivons maintenant à la question de l'équivalence arithmétique

de deux formes décomposables en facteurs, et des transformations

seml)lables de ces formes. Cette recherche, que nous allons raj>-

procher de celle qui est relative aux formes quadratiques indé-

finies, repose sur les principes suivants :

Désignons par mod-« le carré du module d'un facteur linéaire

quelconque de F, c'est-à-dire le carré de ce facteur, s'il est réel,

ou le produit qu'on obtient en le multipliant par le facteur con-

jugué s'il est imaginaire. Nous considérons en même temps avec F
la forme quadratique définie

ç> = X^ mod-»o -T- À| mod- »i -4- À? mod^M, -i- . . .-f- X,7_, niod-«„_i.

où les quantités A sont des indéterminées réelles quelconques aux-

quelles nous donnerons le nom iïarguments, et nous aurons les

propositions qui suivent :

1° Concevant qu'on calcule toutes les substitutions propres à

réduire cp, pour toutes les valeurs des arguments, et qu'on fasse

chacune de ces substitutions dans F, on obtiendra ainsi une infi-

nité de transformées dont nous désignerons rcnsemble par le sym-

bole (F). Cela étant, si l'on opère de même sur une autre forme F',

et que F et F' soient arithmétiquement étpilvalentcs, (F) et (F')

seront identiques. L'opération de réduction est faite ici dans le

sens que je lui ai donné dans la troisième de mes Lettres à M. Ja-

cobi sur la théorie des nombres.

2" En supposant entiers les coefficients de F, ceux des Airmos

contenues dans (F) le seront pareillement, et auront des limites
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d('lcrniln{''OS par tiiic xiilc ronclinn des cocdiciciils (le F, à savoir

l'iiivaiiiiiil A.

.)" Si 1 un tl(''SiyiK' |)ar £ I uik; des Idiihcs (Je (1' ), il n'j aura au-

cune Iransforination semblable de f qui ne soit donnée par le calcul

arilbuK'l K^ue de (1") Ici (pie nous lavons (l(!'fini.

.\" routes les formes F, à coelficienls entiers et de même inva-

riant A, sont réductibles à un nombre fini de classes distinctes. Une
application de cette derni(^Te conséquence, que nous allons indi-

quer en peu de mots, conduit à une notion ini|)orlante sur les ra-

cines des é(jualions à coefficienls entiers.

Soit

a.x" -f- P
j:"""' -1- . ..-t-oa7-4-e = a(a7 — ao)(-^ — ai). . .{x — cin—\ ) = o

une équation à coefficients entiers de degré n. Représentons par A

cette fonction entit-re des coefficients a, ^, . . . à laquelle les Géo-

m(}tres anglais ont donné le nom de discriniiiiant, et (ju on peut

définir ainsi

A = a2(«-t)(ao— ai)-(rti — a,)"-- -(««-2 — «/^-l)^

le second membre renfermant le produit des carrés des difl'érences

des racines prises deux à deux. Si l'on pose

Ui = Xq-t- CtiXi -r- ar Xo -T- . . . ^ «1'"' X„-i

,

et qu'on considère la forme

F — a"-' UqUi U2 . . . Un-\,

les coefficients de cette forme seront tous entiers; et, d'après la

définition que nous avons donnée, son invariant reproduira pré-

cisément le discriminant A. Observant donc que deux équations

différentes, donnant lieu à des formes F arithmétiquement équi-

valentes, sont réductibles l'une à l'autre par une substitution ra-

tionnelle, on arrivera à ce théorème :

Les équations numériques, en nombre infini, pour lesquelles

le discriminant a une même valeur, ne contiennent qu'un

nombre essentiellement limité d' irrationnalités distinctes.

H. - I.
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Vï.

Considérons actuellement une forme quadratique quelconque

indéfinie cl à n indéterminées. Cette forme appartiendra à un

type d'indice /, difrérent de zéro; de sorte qu'on pourra trouver

d'une infinité de manières /i fonctions linéaires réelles, «/q? "i: •••:'

Un-K-: telles qu'on ait

Y = -u\-u\-...- «2
j
_ „2 -- „2^j _. . .^ ul_,

.

Supposons d'abord connu un seul système de pareilles fonctions :

tous les autres s'obtiendront en posant

ut — . . .— Ur

et en déterminant l'expression la plus générale des quantités U par

les quantités u. Cela revient à la recherche algébrique des substi-

tutions semblables du type quadratique d'indice /. Or la méthode

donnée dans mon premier article sur les formes ternaires s'ap-

plique à des formes d'un nombre quelconque d'indéterminées, et

conduira à exprimer rationnellement cette substitution au moven

de r,n(n — i)
quantités arbitraires ('). Nous leur donnerons le

nom (WirgiimeiHs, car on va voir qu'elles jouent le jnème rôle

que les quantités \ du § V.

En effet, nous considérons, en même temps que la forme indé-

finie proposée F, la forme défijiie

et nous aurons les propositions suivantes :

i" Concevant qu'on calcule toutes les substitutions piopros à

réduiie '^. pour toutes les valeurs des arguuients, et cpidu fasse

chacune de ces su!)stitutions dans l'\ ou oLlieudiM ain-i unt> iulî-

(') On pourrait, sans recourir à ma théorie, déduire ces expressions de celles

qu'a données M. Caylcy, pour le type d'indice zéro. Voyez, dans le Journal de
Crelle, le beau Mémoire, sur les délcrniinanls gauches, du savant géon)olre an-

i;!ais.
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iiiU' de transformées dont nous désignerons l'ensemble par le sym-

bole (F). Cela fait, si deux formes F et F' sont arllhmétiquement

é(jiiivabMitcs, (F) cl (F') seront idenlifjues.

a" lin sujiposant entiers les coefficients de F, ceux des formes

contenues dans (F) le seront pareillement, et auront des limites

déterminées par une seule fonction des coefficients de F, l'inva-

rianl A. Un exemple des limitations de ces coefficients a été donné

dans mon |>remier article, pour le cas des formes ternaires.

3" Si Ton désigne par £ Tune des formes de (F), il n'y aura au-

cune transformation de £ en elle-même qui ne soit donnée par le

calcul arillimétlque de (F), tel qu'il a été défini,

4 ' Toutes les formes quadratiques à coefficients entiers, qui ap-

partiennent au même type et ont même invariant A, sont réduc-

tibles à un nombre fini de classes distinctes.

Depuis l'année 1847, ^"-^ j^ rencontrais les principes de la ré-

dviction des formes définies, j'ai cherché à plusieurs reprises la

démonstration rigoureuse de ce dernier théorème, et je ne suis

parvenu qu'après bien des efforts à la théorie qu'on vient de voir.

Il me reste à montrer comment, pour les formes binaires de déter-

minant positif qui appartiennent en même temps aux formes qua-

dratiques indéfinies et aux formes décomposables en facteurs li-

néaires, on est conduit au même résultat en appliquant les principes

relatifs à ces deux cas.

Ayant fait

F = Aar- -1- iBxy -h Gy^ = {ax -k- by) {a'x -\- b'y) = uu',

nous aurons d'abord cette expression par le type quadratique

binaire d'indice un, savoir :

F = v2 — v'2,

en posant
U -r- U = 2V, U Il =i 2v'.

Soient ensuite

et déterminons les constantes a, a', [î, ,3' de manière à obtenir

identiquement
U2 _ U'2 = V2 — V'2.
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On posera pour cela

«2 — p2 = i, aa'— p|3' = o, a'2 — ^'2 = — I,

d'où il sera facile de conclure

p2 = a'2, P'2
= a2.

Or la forme définie cp étant

CD = U2-+-U'2 = (av-Ha'v')2-}-(^v -f- 3'v y-,

elle deviendra par ces relations

cp = (a2-4- p2)«^2_|_2(aa'-f- '^3') vv' -f- (>'2 — P'2)v'

= (a2-f- a'2)(v2_|_v'2) ^_ 4ax'vv'.

Remettant maintenant au lieu de v et v' leurs valeurs en u et w', il

viendra

cp = i (a2 -I- a'2) («2 -H if'2) -i- oLu'iu- — a'-) — 1( x ->^ oi' )- u- ~- \ (x — x' f- a- :

ce qui est précisément la forme quadratique définie à laquelle on

serait amené, d'après le § V, en considérant F comme appartenant

aux formes décomposables en facteurs linéaires. (Je reprendrai,

dans un Mémoire spécial, la distribution en périodes des formes

de déterminant positif, pour compléter et metUe lin en quelques

jîoints à ce que j'en ai déjà dit dans un Mémoire sur linlroduclion

des variables continues dans la théorie des nombres.
)

VII.

Pour compléter ce qui nous reste à dire lU's |H'iiicipes communs

à ces deux grandes théories arithmétiques ilos formes (ju.uliMliipies

à un nombre quelconque d'indéterminées, et des formes déconqio-

sables en facteuis linéaires, nous allons exposer comment on doit

concevoir l'opération de la réduction continuelle de l'une en Taulre

des formes |)récétl('iimi('nl désignés, par cp. Nommons j", £'
, S". . . .

la série des formes contenues dans (F), F désignant soit une forme

quadrali([ue, soit une forme à facteurs linéaires, et S, S', S', . .

.

les substitutions [)ar lesipielles on les a respectivoniont tirées de F.
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h2n cfTecliuinl cliaciiiu; de c(;s suhsliLiilions dans o on cTura les

Iransforniérs corrospondanlcs <I>, <I>', fl>", ..., cjiii seront réduites

pour certaines valeurs Ac leurs arguments. Or, il est très facile de

voir, jiour l'une et I autre des formes o, que toute transformée telle

([ue <ï> j)cut s'ol)tenir directement par ir, d'après le mode même de

formation de o au moyen de F. Maintenant, pour arriver à saisir

l'enchaînement de ces opérations arithmétiques de réduction con-

tinuelle, lorsque les arguments prennent toutes les valeurs pos-

sil)les, nous observerons que, au lieu d'opérer toujours sur cette

même forme o, pour en déduire successivement <I>, <!>', *I>", .. ., on

peut concevoir l'une quelconque de ces formes, obtenue au mojen

d'une autre précédemment réduite, en j introduisant les valeurs

des arguments pour lesquelles elle a cessé de l'être, et lui appli-

quant alors la méthode générale de réduction.

Or ici est l'origine d'une notion importante, que nous allons

présenter d'abord, dans le cas particulier de deux arguments va-

riables. Imaginons que ces deux arguments soient les coordon-

nées d'un point rapporté sur un plan à deux axes fixes, de sorte

qu'à tout point de ce plan corresponde une forme o entière-

ment déterminée. Indépendamment de toute connaissance sur la

nature analytique des conditions que doivent remplir les coeffi-

cients d'une forme réduite, on peut concevoir l'existence d'une

courbe séparant les points du plan auxquels correspond une

forme $, toujours réduite, de ceux auxquels correspond une forme

qui ne l'est plus. Cela posé, soient, à une distance infiniment voi-

sine de cette courbe, S', S", S'", . . ., les diverses substitutions qu'il

faudra successivement employer pour réduire de nouveau <I>; nous

nommerons réduites adjacentes à $ les transformées $', $", $'", , .

.

qu'on obtiendra en faisant ces substitutions dans <ï>. Et, si l'on ap-

pelle £ la forme de (F) à laquelle <ï> correspond, nous donnerons

le nom de formes continués à £, aux transformées £', £", £'", . .
.,

qui en résultent par les substitutions S', S", S'", Dans le cas

général, considérons l'ensemble des valeurs des arguments pour

lesquelles une forme $ est réduite, ces valeurs étant telles que

cette forme cesse de l'être lorsqu'elles subissent une variation in-

finiment petite. Nommons encore S', 2", ... la totalité des substi-

tutions propres à réduire <ï> de nouveau, dans cette hypothèse d'un

changement infiniment petit dans les arguments : les réduites ad-
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jaccnlcs seront les transformées <(>', 4^", . . . qui résultent de <!> j)ar

les substitutions S', S", ... ; et, en nommant £ la forme correspon-

dante de fp dans (F), ses conliguës seront les transformées £'

,

i", . . . qui s'en déduisent par les mêmes substitutions.

Cette notion des réduites adjacentes conduit à imaginer la dis-

position graphique suivante du calcul arilbiriétique de la réduction

continuelle de o :

Ayant représenté par les désignations abrégées 0, <I>', <I>". ... la

série indéfinie des réduites quadratiques qui correspondent cha-

cune à une forme de (F), nous concevrons qu'on fasse avec toutes

ces formes un tableau dans lequel chacune d'elles sera immédia-

tement environnée de toutes celles qui lui sont adjacentes, et aux-

quelles on la joindra par autant de traits. De la sorte toute forme ^
se trouvera réunie par deux traits à une autre O'; car $ ayant

pour adjacente <I>', réciproquement $' aura pour adjacente 4>. Main-

tenant, si l'on place sur cluujuc douljlc trait une désignation abrégée

de la substitution par laquelle l'une des deux formes dépend de

son adjacente, on aura la réunion de tous les éléments du calcul

arithmétique dont nous avons essayé de donner une image claire

et sensible.

On pourra encore, dans le tableau ainsi obtenu, remplacer ciiaque

réduite quadratique par la forme £ qui lui correspond dans (F) ; en

conservant d'ailleurs toutes les indications de substitutions. De là

résultera une disposition par groupes de formes contiguës, ilonl on

va voir l'usage dans la démonstration du théorème suivant.

VIII.

Lorsque les coefficients de la forme F sont entiers, que cette

forme soit quadratique ou décomposable en facteurs linéaires,

il existe un no/nh/e fini de substitutions semblables, telles

qu'on peut exprimer, par les produits des puissances de ces

substitutions, toutes les transfornu/t ions de cette forme en elle-

même.

Je dis en premier beu (|u"il suffit (rétablir ce ihéori luc i^onr une

forme délerminé(^ £, (fi- rcusemble (V). Supjtosons, on ci\\-[. tpio F
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se change en £ pin- la siilisliliilioii i^, eu dcsigiiaiiL indéliiiiiiicuL

par S les subslilullons semhlahles de £ : toutes les subslitiilions de

même ualiir(! iclalivcment à F scronl données, comme on sait, par

la foiniulc iJSi]~'. Cela pos(', admettons cpie S s'exprime [)ar le

produit de diverses suhstilulions S', S", S'" de sorte (pi'on ait

par exemple
S = S'S"S"'.

En posant

T=i:SS->, T'^SS'S-i, T"=2:S"2-', T"'=2S"'2->,

on vérifiera de suite la relation

rp
.

r|i( rriH rpm

On voit par là comment à toute expression de la substitution S,

par un produit d'autres substitutions, correspond une expression

toute semblable pour la subslilulion T.

Gela posé, soit $ la forme quadratique qui correspond à £. Cette

forme sera réduite pour certaines valeurs de ses arguments; mais,

en les faisant varier de nouveau, et considérant l'ensemble des

substitutions qui se présentent successivement pour la réduire,

nous avons fait la remarque (§ V et VI, 3°) qu'il n'y avait aucune

transformation de £ en elle-même qui ne soit comprise dans cet

ensemble de substitutions. En partant de cette proposition, qui est

fondamentale pour ce que nous allons avoir à dire, nous raison-

nons comme il suit.

Supposons formé le tableau complet des formes de (F), disposé

par groupes de formes contiguës, ainsi qu'on l'a expliqué plus

haut. En vertu du second théorème des § V et VI, ce tableau ren-

fermera, répétées une infinité de fois chacune, un nombre essen-

tiellement limité de formes difféi^entes. Ainsi il s'agit de saisir, en

général, par quel enchaînement de substitutions on peut toujours

lier deux transformées identiques occupant dans le tableau deux

places distinctes.

Pour j parvenir, nous concevrons qu'on groupe les formes du

tableau de la manière suivante :

Partant d'abord de 4-, nous la joindrons à toutes ses contiguës,

pour en faire \\n premier groupe (A). Ensuite nous regarderons la

totalité des formes contiguës à (A) comme formant, d'une part.



'2'il OEIVUKS Ui: CIIAULKS M K H M I T K .

(A) lui-même, et de l'aulre un second groupe (B). Nous continue-

rons de même en regardant les formes contiguës à (A) et (B)

comme formant, d'une part. (A) et (B) et, de Tautre, un troisième

groupe (C). Enfin, ayant en général obtenu les groupes (A), (B),

(C), ...
,
(K), le suivant (L) sera défini comme réunissant les formes

qui, sans appartenir aux groupes précédents, leurs sont contiguës.

Cela posé, j'observe que si deux formes égales à £ se présentent

à deux places différentes dans le tableau général, et qu'on les prenne

l'une et l'aulre pour j)oinls de dé|)art dUne disposition par groupes,

on arrivera identiquement aux mêmes résultats. On seraj)pelle, en

effet, que toute forme quadratique <I> se déduit directement de sa

correspondante f, dans l'ensemble (F); de sorte que deux trans-

formées égales dans (F) ramènent des formes quadratiques offrant

les mêmes fonctions des arguments et, par suite, les mêmes opé-

rations de réductions successives.

Cela étant, considérons les groupes successifs dans lesquels on

retrouve la forme £, qui a été prise pour point de départ. Autant

de fois cette forme se trouvera reproduite dans un groupe, autant

on aura de transformations en elle-même. Nommons S. S', S", ...

ces substitutions. De ce que nous avons dit précédemment ré-

sulte que ce sera toujours l'une de ces substitutions qu'il faudra

employer pour passer de £ (quelle que soit sa place dans le tableau)

à la même forme j)lacée dans le groupe le plus voisin. Donc, de

proche en proche, on voit que la substitution à faire j)0ur passer

généralement de £ à la même forme, placée en tout autre j)oint,

résultera nécessairement de la combinaison successive des substi-

tutions /b/?r//'7/??e/?/a/e5 $, S', S", ....

TX.

Il est possible de réduire c/e moitié le nombre do ces substitu-

tions fondamentales; car on démontre immédiatement, comme con-

séquence de la manière dont elles ont été obtenues, qu'on y trouve

simultanément S et S~', S' et S'~' Mais c'est seulement pour

les formes décomposablcs en fadeurs linéaires que j'ai pu obtenir

l'expression du nombre îles subslilulious fondamentales, eiilière-

nieiil indi-pcuihinlcs. Il est alors le même (|ue relui d»^s iirgumeiil>
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essrnllcllfmciil ili>tiiicls (hiiis la loniur (juadralicjiio o, c'esl-à-dire,

comme nous l'avons annonc'c au commenccnicnl de ce Mémoire,

la somme (liiiiiiiu('c (rmic uniii' du nombre des facteurs linéaires

réels cl du nondji-c dos couples de facteurs iniaginnirea conju-

gués. J-.a démonsiration de ce théorème (') sera pour nous Tobjel

d'un Mémoire parlicidier-, dans h^pu^l nous montrerons comment

nos principes s'aj)pli(juenl à l'élude des équations algébriques dont

les coefficients sont des nombres entiers. Nous terminerons en re-

marquant que la présence d'un nombre illimité d'entiers arbitraires

dans les transformations semblables des formes ternaires résulte

des considérations précédentes. Car en supposant, pour fixer les

idées, deux substitutions fondamentales S et S', l'expression gé-

nérale des transformations semblables serait de la forme

S'" S'" S'' S'-?...,

/», «, /?, q étant des entiers positifs ou négatifs. Or aucune réduc-

tion ne saurait avoir lieu entre les nombres /;?, n. .. ., à cause de

l'impossibilité de permuter deux substitutions distinctes, comme
nous l'avons démontrée (§ IX, i" partie).

Paris, juin i853.

( ') Il ne seinlile pas que M. llerniitc soit jamais revenu sur ce tliéorcme, qui

présente une grande analogie avec le théorème de Dirichlet sur le nombre des

unités complexes fondamentales dans un corps algébrique. E. P.
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TIIÉOIUE DES FOllMES QUADIUTIQLES,

Journal de Crelie, Tome 47.

SECOND MÉMOIRE.

On sail avec quelle facililé on a pu étendre aux nombres com-

plexes de la forme a-^-bsJ—i la plupart des notions arithmé-

tiques fondamentales relatives aux nombres entiers réels. Ainsi,

des propositions élémentaires qui se rapportent à la divisibilité, on

est parvenu rapidement jusqu'à ces propriétés plus profondes et

plus cachées qui reposent sur la considération des formes quadra-

tiques, sans rien changer d'essentiel aux |u'incipes des méthodes

propres aux nombres réels. 11 est cependant certaines circonstances

où cette extension paraît exiger des principes nouveaux, et où l'on

se trouve amené à suivre, dans plusieurs directions différentes,

l'analogie entre les deux ordres de considérations arilhuiétiques.

Nous nous proposons d'en offrir ici un exemple, aiK|uel nous avons

été conduit en étudiant la représenlaliou diin nombre par une

somme de quatre carrés. Voici d'abord la mélhode nouvcUe que

nous avons suivie dans cette question.

T.

Désignons par A un nombre cnlicr impair ou impaircmcnt

pair; nous commencerons par établir la possibilité de la con-

gruence
.T- H-ji - -- 1 S3 o ( mod A ).

A cet effet, soit d'abord
A ^ e (^inod i ).
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e rcprésenlanl -l- i on — i. T-i progression arillim('li(|ir(; ayanl

pour terme j^énéral

.\ \z -h lôX — i

ne conlicndra (pie tics uonihres ^h i (mod 4), puisque

2EA— 1E32£2_I = I (1110(14,).

J'observe ensuite (pie le premier terme, aeA — i, et la raison 4A
sont premiers entre eux, ear on a identiquement

4AA — (2£.\.— l)(2£A-+- =-- I.

Donc, d'apr(:"s le tliéorijme démontré par M. Dirichlet, cette pro-

gression contiendra une iulinilé de nombres premiers qui seront

^ I (mod 4), et, par suite, décomposables en deux carrés. On

pourra faire ainsi, pour une infinité de valeurs de z,

4 As -f- 2sA — I = X- -f-jK^,

d'où Ton conclura
^2 _,_ j2 _|_ 1 = o (mod A).

Soit, en second lieu,

A = 2 (mod 4).

Tout ce qui précède subsistera relativement à la nouvelle pro-

gression ayant pour terme général

2 A s -+- A — I .

Ainsi, la possibilité de la congruence

a72-t-j2 -h I = o (mod A)

se trouve établie, pour tout module impair ou double d'un nombre

impair.

II.

Considérons maintenant la forme quadratique définie à quatre

indéterminées

/= (A:r-ha^-H ^uy--^(Xy-T-oLU—'^zy- -^ z^- -^ u"-,

où les nombres entiers a et |3 satisfont à la condition

a2-hB2-+-i = o (mod. A).
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L'invariant A de celle forme sera, en valeur absolue, A^ ;
car il

s'obtiendra en multipliant l'invariant de

X2+ Y2-T-Zî-(-U2,

(|ui est Vanité^ par le carré du déterminant de la substitution li-

néaire

Ky -T- CHU — p z = Y,

z = Z,

a = U;

et l'on trouve bien facilement que ce déterminant est A-. Cela

étant, cherchons, pour des valeurs entières des indéterminées, le

minimum de cette forme. D'après un théorème que j'ai donné en

î^énéral {voir mes Lettres à M. Jacol)i), il sera au-dessous de la

limite (^i' y^Â, et, par suite, d'après la valeur de A, moindre

que 2 A. Mais il est aisé de reconnaître que les nombres représen-

tables par /sont nécessairement :^ o (mod A); donc ce minimum

ne peut qu'être A lui-même, qui se trouvera ainsi décomposé en

une somme de quatre carrés.

111.

On peut rapprocher la d(''monslration précédente des mélhodes

relatives à la rcpréseulalion des nombres par les formes quadra-

tiques binaires, en la présentant sous le j)oint de vue suivant.

La forme

^/= Â(a72_)-j2)-t- îa{zx -{- yu) -^ ï^{xu — zy) ~- "^^ ~{z'^~-u'-)

a ses coefficients entiers, et j^our invariant Vi/nité. Kilo osl donc

équivalente à

X2-t-Y2-^Z2-^U2,

réduite unupie (pTon oblienl pour les formes cpiaternaires définies

ilonl riuvariaul esl ////. Soit donc

X = mx -+- m'y -+• m" s -^ m' ii.

Y = nx — n'y -^ n" z -^ n"u,

Z = px -+- p'y -\- p" z -^ p" u

,

U = qx -+- q y -f- q" z -f- q'"u
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une transformalioM do lune de ces ronues dans 1 autre : on trou-

vera, en c<)iii|)aiiuit les coefficients de x'-ely'-y les représentations

suivanles du noudjre A, par une somme d(; (pialrc carrés :

A = m'2 H- «'2 -.- p">- -i- gr'2.

Pour décomposer en deux carrés un nombre A, relativement au-

quel — I est résidu (juadrati(pie, il faudrait de même considérer la

forme
» „ a2-f- I

h.x^ -\- l'jLxy -\
j
— y^-,

où l'on suppose
a2 -4- I ^ o (mod A ),

et la substitution qui la lie à sa réduite X--}- Y-, Mais les considé-

rations suivantes rattacheront à un ordre d'idées plus générales

l'analogie que nous indiquons entre ces deux questions.

IV.

Représentons par c et w les variables imaginaires

X -\- y \'— I , z -^ u \l— I
,

et par v^ et w^ leurs conjuguées

X — y \^— I
,

z — u v — I .

Soit de même

V = X ^ Y v/^

,

W = Z + U \,l^~\,

Vo = X — Y v/^

,

Wo = Z - U v/=7,

on pourra distinguer dans l'ensemble des substitutions réelles

entre les deux groupes de variables x^ y, ^, u d'une part, X, Y,

Z, U de l'autre, celles qui sont exprimables ainsi :

V — a y -{- b W, (p = c V -4- f/ W,

i?Q — aoVo -4- boWo, (^'o = Co Vo -+- fi?oWo,

OÙ rt, b, c, d sont encore des quantités imaginaires quelconques,

et tto, bo, Co, do leurs conjuguées respectives. On obtient de la
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sorte une classe parfailement définie de substitutions réelles, par

ranr)oil auxquelles on peut se poser les questions fondamentales

de la comparaison des formes quaternaires : les deux problèmes

de l'équivalence algébrique, de l'écpiivalence arithmétique et de la

représentation des nombres par ces formes. Pour l'objet que nous

avons en vue en ce moment, nous nous bornerons aux formes qua-

dratiques suivantes :

y ^ A i'Vq -+- B vifo — Bo wvq -+- G «'«'oj

dans lesquelles les coefficients extrêmes A et C sont supposés

réels, tandis que les coefficients moyens B, Bq sont des quantités

imaginaires conjuguées. Considérées par rapport aux variables

primitives x, y, z, u, ces formes sont entièrement réelles, mais

leur élude, au point de vue des substitutions que nous avons

précédemment définies, repose essentiellement sur l'emploi des

nombres complexes. On est alors conduit à leur attribuer un mode

d'existence singulièrement analogue à celui des formes quadra-

tiques binaires, bien qu'elles contiennent essentiellement quatre

indéterminées.

Les considérations suivantes, que nous présentons comme une

première esquisse d'une ihéoi'ie vaste et féconde sur laquelle nous

reviendrons à l'avenir, offriront plusieurs exemples de cette étroite

analogie avec les formes binaires; mais on j verra en même temps

le germe de notions arithmétiques toutes nouvelles, qui méritent

peut-être de fixer un instant l'attention des Géomètres.

V.

Le fait algébrique, sur lequel repose en entier la théorie des

formes
f=.\.vvo-hB i-Uq -f- Bo iii'o -f- C uuo,

consiste en ce que la substitution

(I)
v = aY ~b\J, «'o = «oVo-f-^oUo,

u=c\-i-d\J, Uo= CoYo-^ doVo

conduit à une transformée semblable

F = 51 VVo -^ JD VUo -t- î3o UVo -h CUUo,
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dans laquelle les coefficients exlrènics 51 el € sont réels comme A
et C, les cocHicienls moyens jÔ et Ôo étant des quantités imagi-

naires conjuguées comme B et By On a, en efiel,

31 =Aa«o-*~I^ ^ Co -hBo«oC "t" Ce Cq — f{a, c; Uq, Cq),

jD = A rt 60 -f- B a do -i- n,, c ^u -i- G c rfo = « -jr -f- c -ry '

5o = A rty 6 -i- lio a^d -h B c^f) -i- Cc(,d = a^ --,—1- Cq -~ ,

€ — Kb bo-^\^ h do-^- Bobod -,- Cd do = /( b, d; bo, do),

et ce que nous disons résulte immédiatement de ces formules. On
en tire ensuite les conséquences suivantes :

i" On a le théorèjne

BUo — 2VC = ( ad— bc){aodo — 60^0) (BB„ — AC).

Ainsi l'expression BBq— AC jouera dans notre théorie le rôle d'm-

variant. Nous la désignerons par A.

2° Nommant m et n deux constantes imaginaires quelconques,

niQ et /lo leurs conjuguées, et posant

df df ^ df df ..

dv du rti'o duo

nf — r7)u = U, n^)^'o — /7ioUo = Uo,

ce qui sera une substitution comprise dans la forme analytique gé-

nérale des substitutions (i), je dis qu'on aura

f(i>, u; i'o, Uo)f(ni, n; /Hq, «o) = VVq — AUUo.

Effectivement, celte relation n'est autre que celle du théorème

précédent, dans laquelle on a mis ç et u au lieu de a et c, m et n

au lieu de b et d. Nous allons voir qu'elle donne tout ce qui con-

cerne l'équivalence algébrique des formes y.

Supposons d'abord A positifs et mettons V^/A au lieu de V, il

faudra au lieu de Vq prendre Vq y A, et alors la forme / deviendra

A(VVo-UUo)

Mais, si A est négatif] en remplaçant V par V^A, il faudra
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jjje^re — V„ v^A pour la {juaiililé conjugiicc, el alors / devienclra

-A(VVo-f-UUo)
/(m, n; trio, rio )

Enfin, par une nouvelle subslllulion cpii consistera à multiplier \

et U d'une pari, Vq etUode l'autre, par un facteur et son conjugué,

on obtiendra, au lieu des deux formes précédentes, celles-ci :

±(VVo-UUo), ±(VVo-^UUo).

Nous en conclurons ce théorème :

Les formes f peuvent toujours par les substitutions (i) être

ramenées à Vun des trois types quadratiques quaternaires,

d'indice zéro, d'indice deux ou d'indice quatre.

VI.

Ce qui précède montre (jue les formes / sont définies ou indé-

finies, suivant que A est négatif on positif. Nous pourrions aussi

en conclure que, relativement aux substitutions (i), elles ne sau-

raient avoir d'autre invariant que la fonction A ou ses puissances.

Mais, pour abréger, nous arrivons immédiatement aux principes

relatifs à la représentation des nombres.

Rappelons d'abord qu'en désignant par m et n deux entiers

complexes sans diviseurs communs, on peut toujours trouver deux

autres nombres complexes u. el v, lels qu'on ait

Car, si l'on cherche par le procédé de M. Diriehlel le plus i;rand

commun diviseur entre m et n, il est aisé de voir tpi un reste de

rang tpielcoïKpie dans celle opération s exprime toujours par une

somme de multiples complexes des nombres /n el /i . Le dernier

de ces restes ayant, dans le cas présent. V unité |)our norme, pourra

donc s'obtenir sous la même forme; d'où se conclut de suite la

possibilité de la relation proposée. Cela étant , nous aurons les

théorèmes qui suivent :

i" Si un nombre Al peut être représenté par la forme /, de

manié/ e (/ue les raleu/s co/nplej'cs îles i/nlétermi/iées r et u.
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t'y et «0 soient premières entre elles, l'invariant A sera congru

suivant le module M à la somme de deux carrés.

Siipposanl en edcL

et détcrniinanl 'jl cl v j>ai- la rclalion

m V — « tj. = I
,

Ictiualion déjà considérée

f{rn,n; /«o, «o)/( 1^-, "'; l-io^'o)

/ rf/- df\ ( ilf df ^= I /?i

donnera
/ df df\ I df df\

A = /« -; ^ n ~ \ \ nio -j h /i,, -y- ( m^xl M).
\ rfa riv / \ rffjio dvo

/

Or le second membre, étant la norme de l'expression ni—,—- n-^

,

*
d\t. d'i

est nne somme de deux carrés.

Nous voyons par là qu'à toute représenlation propre de M par

la forme y est attachée une solution de la congruence

a7--T-jK-ïsA (modM)
en prenant — df df

•^ ^ d\i di

D'ailleurs, quels que soient \}. et v dans la relation mv — «jx := i

,

les diverses valeurs qui en résulteront pour j? ç,\.y seront congrues

suivant le module M.

2° Si le nombre ^l peut être représenté par f, en donnant

aux indéterminées v et u les valeurs premières entre elles m
et n, et à leurs conjuguées les valeurs m^, n^, et que le nombre
complexe

soit la valeur de l'expression

df df
aix dt

les deux formes

/ et F = MVVo ^ {x -i-jK \^~i) VUo^ (a;-y y'^^i) U Vo-r-
^'"^;^/~"^ U Uo
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seront aiiLkmcliqucmeiiL êqaivalenlcs par la subslilulion

V — m\ -f- ^U, Po = "ïo Vo -^ \Xo Uo,

11= n V -h V U, Uq = /lo Vo -f- Vo Uft,

o/> /<?5 entiers complexes m, /«, |jl, v vérijieront la relation

m V — n [JL = I .

3" On remarquera la complète idenlilé des théorèmes qui pré-

cèdent avec ceux des paragraphes 151. ioo et 168 de lOuvrage de

M. Gauss. Il en résulte qu'il n est aucune représentation propre

de M parla forme /" qui ne ])uissc s'ohtenir en calculant toutes

les expressions

F =.MVVo -\- (.r +JK v/-T) VUo - {x -y y/^) VoU -:-
^'""[^'~-^

UUo

composées avec le nombre M et les entiers complexes x-\-y\l— i,

solutions de la congruence

a^î-f-jK^ —

A

(modM),

et cherchant ensuite les transformations de f en chacune de ces

formes. Et toutes ces représentations seront distinctes, si les for-

mules de transformation sont comme ci-dessus :

V = mV -f- [iU, fo = /«o Vo -^ HoUo,

W =; /i V -t- V U, f/o = «0 Vo -^ Vo Uo,

les entiers /??, /?, a, v vérifiant toujours la condition

«

Vil.

Après avoir fondé sur des principes identiques à ceux de

M. (iauss, pour les formes binaires, les éléments de notre théorie,

nous |)Ourr()ns cependant Noir se iirt'seulcr d(''|à deux notions

arilhméli(]ues nouvelles et (pu lui sont entièrement projMcs.La

première consiste dans les di\frs ordres d'équivalence auxquels

conduisent les substitutions

V — m\ -H ijlU,
("o = '»o^ -+- ."J^o^'o-

u — « V -f- vU. «0 = «i, ^\, -- Vo Uo,
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d'aprrs les coikIi lions

///. V — n [JL — -h I
,

m V — /i ;x = — I
,

m V — /t [JL = -1-
v/— 1

,

/n V — /i jjL = — y/— I .

Nous réservons pour un aiilre Mémoire l'élude approfondie des

Irois ordres d'équi\alence impropre. La seconde, que nous vou-

lons éludier dès à [)résenL, consislc dans la forme nouvelle que

vient prendre ici le caractère quadratique d'un nombre par rap-

port à un autre; car, au lieu de la congruence

a?2 = A ( mod M
)

de la lliéorie des lornu's binaires, nous avons la suivante :

a;2-^y2 = \ (mod M).

l*our plus de généralité, nous considérerons l'équation

x^- -t- Aj2 == A ( mod M »,

qui se présenterait dans la théorie des formes analogues à y, mais

où l'on introduirait des nombres complexes x-^y\J— A au lieu

des nombres x +y \J— i. La possibilité de la résolution, et, ce

qui est plus difficile, la recherche du nombre total des solutions,

l'cposent sur les lemmes suivants :

i'' Une congruence à un nombre quelconque cV inconnues,

et dont le module est un nombre composé, peut toujours être

ramenée au cas où le module est premier, ou une puissance

d'u/i nombre premier.

Soil, pour fixer les idées, z^Çx, j-) une fonction entière et à

coefficients entiers de deux inconnues x et y, et considérons le

cas de la congruence
<p(5", jk) = o (mod M;.

Si l on nomme ses diverses solutions

X = x-2. y = y 2 ,

•
î j

^ = a:'u., y = y KL,
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tous les systèmes de nombres entiers qui rendent la fonction z di-

visible par M seront renfermés dans les formules

ix^Xi
— 'SlX, jK=^7, -r-MY,

X = Xi-i-MX, jK=r2-f-MY,

a7 = ,r^-l-.MX, j^jjj.— MY.

On aura pareillement tous les systèmes qui rendent la fonction '^

divisible par un autre entier M', au moyen des solutions de la con-

grucnce
o{x, y) ;^ o (mod.M;,

que nous représenterons par

!x = x\, y^ y\

,

, ,,.
' x = x',_, y^y'i,

I

•;
•;••:•

Cela posé, s'il est possible de rendre la fonction C2 divisible à la

fois par M et M', il faudra que l'un des systèmes (A), par exemple

X = Xk -+- ;\1X. y = yk -f- MY,

coïncide avec l'un des systèmes semblables déduit des formules(A'),

par exemple
X — x'i;' -+- M'X', y = y'^'— .M'Y'.

D'ailleurs, si i on peut obtenir simultanément

Xk -^ MX = x'k- ^ MX', yk -- MY = y). + M'Y'

pour des valeurs entières de X, X', \, \', on rendra la fonc-

tion 'o divisible à la fois par M et M', et, conséquemment, s'ils

sont premiers entre eux, par leur produit. Or, en nous plaçant

dans ce cas, on pourra déterminer tleux uombres entiers M^,. M[,,

de manière à avoir

MMo— M'M;= I,

et, si l'on fait

X = Kx'k—xk) Mo -+- ^M. Y = ^y'k'-yk) Mo - r, M'.

X'=(.rV-XA)M;-f-^M, Y'=(K;..-r/i.)M;- r.M.
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on Irouveni, (|iicl> (|iir -<niciil 1rs ciilicrs iiihilniircs ç cl/,,

a:A:-+-MX =:r/,.-^I\rX' et yj, -hUY ^ y',y -^ M'Y'.

Ce qui prt'crdp siihsislaiil ('-x kIciiiihciiI, (jucl (|iic soil le nombre

des ineontiiics de la conj^ruenee, montre, comme nous l'avons

annoncé, (|u il sullil de savoir la résoudre lorsque le module est

premier, ou une puissance d'un nombre |)remier.

:>." Si Ion désigne par 'x cl [j! les nombres de solutions de la

congruence
(p(a:, j) = o

pour les modules M et M', qu^on suppose essentiellement pre-

miers entre eux, ua' sera le nombre des solutions de la con-

gruence
o(x,y)?so (modMM').

Il résulte en effet des valeurs qu'on vient d'obtenir pour X, X',

\ ,
\' les relations

Xk^M\^x'k' + WX.'^x'i,.m'S\,-x,U'W, )
^ ^^^,„^

> (niod MM ),

yk-^UY=y',.+ W\'^y'k-m\,-ykU'M', (

de sorte qu'en combinant les a formules (A) avec les jjt.' for-

mules (A'), on aura les ua' systèmes de nombres

X = x',y MMo — x^.M m;
, y = y'^-MMo —yk M' M'^

,

qui ofTriront des solutions de la congruence proposée suivant le

module MM'. Or je dis qu'on n'aura jamais à la fois

a;;,.' MMo — ^A M'M; = :r;-MMo — :r,M'MJ
)

. (mod MM );
jl..MMo-rAM'M;^jK;-.MM„-7,M'M; \

car, suivant le module M d'abord, en observant que M'M|,^ — i,

on en conclurait

yk = yh

et ensuite, suivant le module M', les mêmes relations donneraient

Xi-' ^ Xi',

y'k'^y'f-
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On voit qu'on n'aurait pas opéré, comme il faut le supposer, sur

deux systèmes {xk, yk), {x\., y'k), et {xi, yi), (x'i.,y].) distincts

l'un de raiitre.

3" En supposant la congruence '^{x, y)^o soluhle pour

un module premier, /?, elle le sera également pour le mo-

dule p", si la fonction o est telle qu'on ne puisse avoir à la

fois
do dto

9 ^ o, V- ^ o, —i- s= o (mo<I/>).
^ dx dy

Dans ce cas^ en désignant par t: le nombre des solutions pour

le module Pj le nombre des solutions pour le module p"^ sera

Représentons indéfiniment parjc^ S, j' ^ r, les solutions de la

congruence

tous les SA'slèmcs de nombres entiers, rendant la fonction '^ divi-

sible par /?", seront compris dans les formules

Cela étant, je dis que sous les conditions énoncées il est possible

de résoudre la même congruence suivant le module /?""•'. Elfecti-

vement, on pourra déterminer pour X et \ des valeurs telles cpic

soit divisible par p"'^^
: car, en développant, on voil quil suffira

de rendi'C divisible par/? lensemble des termes

_L o -i_ X —̂ — Y —"^
•

p" ' ' d- dr,
'

et cela sera toujours possible, si l'on n'a jamais siniullanément

do do
,

-7^ ^ o, -T^ ï= o ( 1110(1 oi:
«ï dr,

car 1 étjualion iudclerminée

1 dz do „

p" ^ d^ dr, '
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sera alors résoluMc en noinhics ctiliers. Soit X :^ Xq, Y = Yq,

un sjsLrmo (|iielc()n(|iM' de valeurs pour les Inconnues X et Y, il

est aisé <le voir nue loules les sohilions possibles seront données

par les loniiiilrs

do
X = Xo -t- <

el (iu(! les valeurs de riudcLermiuce /, non congrues sui\aiil le

module />, donneront autant de solutions distinctes. De là résulte

cette expression des sohilioiis de l;i congruence

(5(^,^7 )e^o (mo(I/>"+'j:

do\

^

'^
(mod/J"-*-'),

et comme on peut donner à t les valeurs o, i , a, . . . . p— i , on

voit qu'en désignant par ir^"' le nombre des solutions pour le mo-

dule p", le nombre des solutions pour le module /?"+' sera

7^{«+0 _- p7z("^ ; d'où l'on conclut, comme nous l'avons annoncé,

— uj) ^^ n"~^ —

.

MIT.

Les théorèmes précédents conduisent à une expression générale

du nombre des solutions de la congruence (^(x,y) ^^ o suivant

un module composé quelconque, lorsqu'on connaît les nombres

de solutions pour des modules premiers. Soit, en elVel,

U=p"p'Y...p'l^'

l'expression du module décomposé en ses facteurs premiers, et t:,

t:, , . . . , Tî^j les nombres de solutions de la congruence proposée

suivant les modules />, /?i, . . . , />(^, on trouvera pour le nombre \t.

des solutions suivant le module M la valeur suivante :

Il 7J"— -7- V n"l~l TT, '>' n"M~' 7-,,
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On aura

[JL = î\l —::!]... T,,)

l>r>\ Pm
Pour dos congrucnces à un iiomhrc /. (linconnucs. on aurait la

formule analogue

Ml. 1
TTTTi . . . Tf,)

{PPX Pu^f-^

Nous allons en faire rapj)lication à la congruence parllculière

que nous avions principalcmenl en vue, savoir

a72_i-Aj2 = A (mofJM).

Alors la délermination des nombres t:, tT), ... exige qu'on dis-

lingue deux cas, suivant que — A est non résidu ou résidu de p.

Nous allons les traiter successivement.

1° — A non résidu de p. — Dans ce cas, A lui-même jieut être

résidu ou non résidu de/:», de sorte (pi'on peut suj)jioser

A =3 «2 ou A^

—

Ka- (moci/>):

d'où ces deux foruies de congruenccs

X- -^r- Ky- ^^ a''- et x- —- \y- s= — Ka^ (mod/j).

Or, en faisant dans la première,

a? =5(7^, y z^. ar^ (mocl/>\

et, dans la seconde,

arssAaT;, y =si a\ {moàp^.

elles deviendront respeeli\('nieiil

^2 .a- A r(2 ,- I et t2 ^ A 7)2 — — I .

Cela posé, — A ('tant non i('>nln il<'/>. on aura

(^ -+- ') /— ^'' — ? — "n /— -^
(,
moii/) »,

ilOù

^2_.Av..(^-^.^/irÂr-.

Toutes les soluln)US des con^i'ucnccs proposées seront diuic

<lonu<''es |)ar les/> -;-
i nond)res complexes H-+-Tj \i— A, (pii salis-
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foni ;"i riiiic on à I autre des coii^riiciiccs Ijiiionies

5 />-+-! ^= I et x;/'-^' — -I (mo(\p}.

Dans les deux cas le iioiiiljif - dis soliilioiis de la j)roposée,

suivanl le module premier />, siiivaiil lecjiiel — A csl non résidu,

sera donc
t: — 7? -t- I .

y" — A résidu de p. - Nons pouvons ici donner une méthode

plus générale, n'exigeant pas comme loiit à IMieure que le module

soit \\n nombre premier. Supposant, en efJet, — A résidu d'un

nombre entier quelconque INI, on pourra trouver une représentation

propre de ce nombre, ou d'un de ses multiples, par la forme prin-

cipalCj X- -t- Aj'-. Soient KM ce m ni il pie, N une valeur de l'ex-

pression

\/"^ni ( mod KM )

et

M = •

KM '

les deux formes

^2_t_Aj2 et KMX2-^2?v'XY-T-I\l'Yi

seront équivalentes. Or, soit

jk = yX-^oY

une transformation de Tune dans l'autre. En effectuant cette sub-

stitution dans la congruence proposée, elle deviendra

2NXY-^M'Y2 = A (mod M).

Cela étant, on voit qu'on peut attribuer à \ une valeur entière

quelconque, mais sans diviseur commun avec le module M, et

qu'on trouvera une valeur entière correspondante pour X, par la

congruence du premier degré

2NXY = A — M'Y2 (mod M).

Cette congruence sera effectivement soluble, si 2N est aussi pre-

mier avec M ; ce qui revient à supposer le module impair et le
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nombre A sans f'acleiirs communs avec ce module, comme on le

voit par la condition
N2 4-A = o (modMi.

La congnience proposée admettra donc autant de solutions qu'il

y a de nombres moindres que M, et premiers avec M, car on ne

pourra jamais avoir
aX4-SYEsaX'-+-8Y'

)

yX^oY;=yX'-^oY'
)

^ ^

qu'en supposant à la fois

X ^ X',

Y^Y',

c'est-à-dire qu'aux solutions distinctes de la transformée en X et ^

correspondent nécessairement des solutions distinctes de la con-

gruence proposée.

Ce qui précède conduit à la valeur suivante du miiubre |jl des

solutions pour un module M, par rapport auquel —-A est résidu.

Supposant

M =/;"/>';.... /y^.,

on aura

En combinant ensuite ce résultat avec celui (pii a été obtenu

précédemment pour les modules relativement auxquels — A est

non résida^ on arri\e à l'expression générale du nombre des solu-

tions que nous voulions obtenir. Si Ton suppose toujours

M
=p"p'l<p"^^.--p[',i>,

on trouvera sans peine pour cette expression générale la forme

suivante :

^
=s^ [" - {'r)] ['" - (tt '

I
1/- ^ (tt )]

•

dans hupicile (

—

-\ est -(- i ou — i. sui\anl cpic — A est /(sidi/

ou /lo/i résidu du noiubrc pi-cniitM />.
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1

T\.

Los |uin<i|)<'s rcliilils ;"i l;i rcprésciitiilion des iioinlircs par les

fonnrs (|ua ternaires, (|iie nous éludions dans ce Mémoire, nous

conduisenl à la ({ueslion de l'équivalence arillunéli(|ue de ces

formes. Dans celle nou\el[(; recherche, nous pourrons suivre

encore longtemps 1 analogie (pii nous a déjà servi de guide, et Ton

va voir s'établir par là de nouveaux rapports entre la théorie des

nombres réels et celle des nombres complexes.

Nous obtiendrons, en elTet, pour la réduction des formes f,

lorsqu'elles sont définies, des résultats entièrement semblables à

ceux qui concernent les formes Idnaires de déterminant négatif.

l'uis, en faisant de ces résidlats les éléments de |)rincipes nou-

veaux pourTétude des fonctions homogènes à deux indélerminées

et à coefficients complexes, nous donnerons un nouvel exemple de

l'identité des méthodes relatives aux nombres réels et aux nombres

complexes. Dans ce champ si vaste de recherches, nous nous pro-

poserons surtout de revenir sur 1 étude des formes du second

degré, qui ont été déjà l'objet d'un Mémoire important de

M. Dirichlet. Le travail du savant géomètre laissant de coté la

question difficile de la distribution en périodes de ces formes de

même déterminant, j'essaierai dans un Mémoire spécial de combler

cette lacune. On aura d'ailleurs, par ce que nous dirons plus bas

des fractions continues complexes, une idée des fractions que nous

emploierons.

1° A toute forme définie à coefficients quelconques

f — A rfo -r- B (-'«0 -^ Bo ('o î/ ^- G m?/u

correspond toujours une transformée arithmétiquement équi-

valente
F = ^VVo -^ j3VUo^ SoVoU ^ CUUo,

telle que 21 soit non plus grand que C, et qu'en faisant

J3 = ni -^ n V
— 1 , i^o = ^'^ — n \J

— i

,

on ait, abstraction faite des signes,

2m 7 51, in^%..
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Concevons qu'on efTectue dans/ tontes les sul>slilulions

v=aY-r-b\J, l'a = aoVo-4- 6oUo,

u= c\-T-d\J, Uo= CoVo-T- rfotio,

où c/, h, c, d désignent indéfiniment des entiers complexes au

déterminant ad — bc ^ i , et a^, bo, Co, do leurs conjugués res-

pectifs. Cela étant, formons un premier groupe dans l'ensemble

des transformées ainsi obtenues, de celles où le coefficient de \ \ o

est le plus j)elit |)ossible; puis, dans ce groupe, considérons toutes

celles où le coefficient de UUo est lui-même un miniiiiiim. Je dis

que la forme unique, ou les diverses formes auxquelles on j)ar-

viendra de la sorte, vérifieront les conditions énoncées.

Supposons, en effet, que l'une d'elles soit

F = 5VVVo ^ n VUo+ î3oUVo -^ CUUo
et f[u'on ail

Î3 = «i — n V'
— I

, i^o = /" — " V^— ' •

Désignons par ^ et v deux quantités dont la valeur absolue soit

l'unité, et qui aient respectivement le même signe que tn et /? ;
si

l'on fait dans F la substitution au déterminant un

on trouvera une transformée

F' = 5V'V V'o -T- Î3'V U'o -f- 5'„ Y'o U' -^ C U' U'o

,

dans la(nicllc
%' = 3i, £'= 31— a.am -T- C.

Or il suit, de la manière même dont F a été définie et obtenue,

qu'on aura nécessairement

et cette dernière inégalité revient à

Considérons en second lieu l.i substitution

V - y -4- V v/'37 u', \ - ^'o - V
V'

~ i ;,

.
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tliii est ciH'orc iiti (l('Uiiiiiii;iiil ////, (tii inri\('i;i IdiiI à l:iil (i<; même
à la condilion

'2V/t - 21.

Ainsi notre llicorème est démontré.

Nous donnerons le nom de réduites aux formes F, ([ui vérifient

les eondilions précédentes, et nous réservons pour la suite de ces

recherches la discussion complète des divers cas dans lesquels

tleux formes réduites sont é(|uivalcntes sans être ideiiti([ues, cette

discussion étant intimement liée à celle des divers ordres d'équiva-

lence impropre dont nous avons parlé plus haut.

2" Les conditions cpii viennent d'être établies conduisent im-

médiatement à la suivante :

et aforliori

On en conclut

on encore

j3î3o < ï SIC.

5^C<?.(AG — BB„).

j>uisque F et/' ont même iiwariant. Cette notion d'invariant, si

iaeile à obtenir, est au reste la seule que supposent les théorèmes

que nous venons d'établir, et qui donnent lieu à une longue suite

de conséquences, comme nous pensons l'avoir déjà montré à

propos des formes binaires dans notre ^lémoire sur l'introduction

des variables continues dans la théorie des nombres. Suivant ici

une marche analogue, nous allons traiter en premier lieu les ques-

tions relatives à l'approximation des quantités imaginaires quel-

conques, par des fractions rationnelles complexes.

Considérons, pour cela, la forme suivante :

/= (p — rt?i)(^'o— «o«o) H ^r-

?

0-

dans lacjuelle a est une quantité imaginaire, «o ^5^ conjuguée, et o

une quantité réelle quelconque. Soit

F = 2IVV0-T- i3VUo^ SoVoU -+- CUUo
sa réduite, et

«= «V-T-vU, î<o = «0^0 -^ ''oUo
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la substilulion ])ro|)rc à l'obtenir. La condilifui 2l(C <; — aA donne

pour le coefficienl immniuin 2K la iiinile y/— il. On a. d'ailleurs,

A = — k:^) 5l = ( »î — an ) { m,, — ciq «„ )

nrin

^') '

ainsi, pour une valeur quelconque donnée à o, on peut toujours

déterminer deux entiers complexes, m et n, tels qu'on ait

nrin sjy.

( m — an)( nio — «o «o ) -i ^^r < ~^

'

0'

On lire de là les conséquences suivantes.

Premièrement, les expressions

, nrif,

( m — an ) ( hIq— «o "o ) et -^rj- >

étant essentiellement positives, on a a forliori

.
,

, \J >. nnn ij-i. ^ ,-
(A) {m — an){nit.— «o«o)<-^' -^^^ < — - ou nn» <, r, \/-j..0-0

Secondement, le j)ioduit des mêmes expressions étant moindre

(pie le carré de leur demi-somme, on aura encore a fortiori

1)1 en

{m— an){infy-— aono) X -^— < -^r»
0- 20^

(ni — an)(mo — rto«o) <

et

(B) (--")('?--.)<
«0 / in- ni

()r la première i-elation (V) montre qu'étant donnée une quan-

lilé im;ii;in;ni'e (jiieleoiKpie r/, on peut toujours en ap|)roclier jnir

une liMction rationnelle eomnjexe — , de telle manière que la norme

de m — an soit moindre tjue toute (|iiaiiiii(' donnée.

La seeonde relation (A) donne l'ordre de t;randeur du dénomi-
nateur de la fraction lorsqu'on fixe au-dessous de quelle limite

doit se trouxer la noiine de /// -an.
La relation (W) donne d une manièi'e j)réeist> l;i limite de Ter-
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iTiii' - (I , ;i (|iicl(]iir \iil<Mii- (le (|ii(' corrc'Spundc l';i|)|)ro\iina-

IlOII ol)lCllllt'.

IJ un ;iiiln' cùh'-, si nous observons ([iif, (pirl (|n(' soil o, los cii-

licrs coiu|)l('\os m cl n donnent le miniMMim <l<' _/, nous serons

amenés à celle nouvelle conséquence :

// n'r.rislc oiiciin système de deux autres nomhrescomplexes,

m' et n' , tels <juc, la norme de n' étant moindre (/ue la norme

de n, la norme de m'— an' soit aussi moindre (jne celle de

m -- an

.

Ainsi l'expression (^/« — an)[mQ — dofio) re|jréscnlc un mini-

mum de l'expression [v — «//) (co — ctoUa) relativement à toute

valeur complexe entière /? dont la noime ne dépasse pas une limite

donnée. On peut encore dire que — approche plus de a que toute

fraction dont le dénominateur aurait une norme moindre ; car, l'hy-

pollièse

entraînant

( m'— an) {m'^ — «n "o) > ("i — <^«) ( "'o— «'^0)1

on en déduit, en divisant membre à membre les inégalités qui

sont de sens contraire,

f m' \ [ m
norme —r — « > norme — —

\n J \ Il

Nous pouvons enfin établir d'une manière complète et rigou-

reuse un théorème sur les fractions — » que j'ai déjà donné dans

mes Lettres à M. Jacobi sur la théorie des nombres.

Considérons deux minima consécutifs de la forme f, auxquels

correspondent les deux systèmes d'entiers complexes

f = «z, « = n; p = tn\ u = n'

;

on pourra concevoir deux valeurs infiniment voisines de 0, aux-

quelles appartiennent successivement lés deux systèmes, de telle

sorte qu'en désignant par t une quantité infiniment petite, on ait

( m — an) ( hIq — a^ «0 ) -i ^:r < "^ '
0-

( m'— an' ){m'o — a^nl)— -k ^, < ^
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Mettons celte seconde inégalité sous la forme

, , , , ,
n' n'n \J-i.

{m — an ) (/Hq — aç^n^^) -i ^ < — -+- '1,

ri étant encore infiniment petit, et nuilliplions-la membre à membre

avec la première. En faisant dans lécjualion identique suivante :

( MMo -i- NNo ) ( M' M'o -i- N ' xN'o )

= ( MM'o -4- NN'o ) ( Mo M' -H No N' ; -h f M' N - MN' ) ( m; N»— Mo N'o )

(qu'on trouve en cherchant le j)roduit des déterminants

N M
N' M'

et
No Mo

N'„ M'

qui figure dans le second membre) :

M = m — an, iMq = m^ — aorte,

M' = m'— an\ MJ, = /?('„ — ao n\ ;

i> — -^ 1 i^ — T" >

N'-
"'

N' - :^,

le produit des premiers membres prcucUa la forme

norme (//? — a/i){ni^— <?o«o)
~ ^ ~ ^ norme { mn — m n ),

le produit des seconds membres étant

0-

Or, en négligeant-/] vis-à-vis des (pianlités finies, on en conclura,

après avoir multiplié par o-,

norme {nin — /n' /i ) < .>,

et, puisque /;?, n, ni\ n' sont dos entiers complexes (' \

norme (/««'— m n) = i.

(') On peut se demander pourquoi M. Ilermilc ne considère pas coninic pos-

sible résalitc norme ( m«'— m'/i) = ». En réalité, celle égalité poiirrail avoir

lieu, mais alors il serait possible d'introduire une approximation intermédiaire

satisfaisant à la condition cherchée. E. P.
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Celle rclaliun entre les IVaclions qui e(jrrcs|)()n(lenl à deux ap-

proxiiiialions coiiséciilives rallaclic complèlcmcnl la théorie pré-

senle à la théorie élémentaire des fractions continues. Les principes

sur lesquels nous nous sommes fondés ont donné bien rapidement,

comme on voit, l'extension de cette théorie aux nombres com-
plexes. La marche |)lus naturelle qui consisterait à prendre le

poial (le di'parl dans le procédé donné par AL iJlrichlfl pour ob-

tenir le plus grand commun diviseur entre deux (pianlités com-

plexes serait au contraire sujette à de nombreuses difficultés. Il

nous semble particulièrement impossible d'établir simplement, en

se plaçant à ce point de vue, les propriétés de iiiiiiiinum des ex-
m . , , , , ,

pressions m — an, a : propriétés caractéristiques du mode

d'approximation des quantités réelles par les fractions continues,

et que donne tout d'abord notre méthode. Quant au théorème

exprimé par la relation

( m — an )(/«o — «o«o) < '

M. iJirichlel l'a donné avec une limite numérique moins j)récise

dans son admirable Méinoire sur la théorie des formes quadra-

tiques à coefficients et indéterminées complexes. Le procédé, si

ingénieux et si simple, employé dans cette occasion par l'illustre

analyste, tout en conduisant par la voie la plus rapide à un résultat

important, ne me semble pas j^ouvoir donner les rapports qui

existent entre deux approximations consécutives, et qu'il faut ce-

pendant obtenir pour mettre dans toute son évidence l'analogie

entre les nombres réels et les nombres complexes.

3" Les formes f, à coefficients entiers et de même invariant,

peinent être distribuées en un nombre fini de classes.

Les limitations données précédemment pour les coefficients des

formes réduites font voir, en effet, que le nombre de ces réduites

est essentiellement fini pour un invariant donné. On les trouvera

toutes d'ailleurs par la méthode suivante :

Soit A l'invariant proposé, et considérons, pour fixer les idées,

seulement les îormei positives . On prendra pour 51 tous les nombres

entiers réels qui ne surpassent pas
\J
— 2 A, et à chaque valeur de 51

on fera correspondre une valeur de S, représentée par le nombre

H. - I. 17
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complexe x-\-y
\l
— i ; x, jk consliluanl une solution de la con-

gruence

et tel qu'on ail en valeur absolue

Quant à C. on le déterminera par la relation

Î3i3„ — J^Cr^ A,

qui fournira toujours une valeur entière. Mais sil arrive quon ob-

tienne par là quelques formes dans lesquelles C soit -< 51, elles se-

ront à rejeter, et les autres seront évidemment des formes réduites.

Considérons par exemple le cas de A = — i . on aura la seule va-

leur 51 = 1, d'où B = o et, par suite, (C=i; ainsi, toutes les

formes / d'invariant — i sont réductibles par le genre spécial de

substitutions que nous considérons ici à la seule forme

VVo-4-UUo.

Ce résultat va nous conduire très simplement au théorème de

Jacobi sur le nombre des représentations d'un nombre entier im-

pair quelconque par une somme de quatre carrés.

XII.

\" Dans la théorie des formes f un nombre impair <iuel-

conque M est représentable par la forme ii'o -r m«o-

Nous avons élabb en r[\c{ (pic la congruencc

.7- -f- >-2 = — r ( mo(.l M )

est toujours résoluble pour tout module impair. ()r toutes les

formes

F = MWo -i- {x-~y v^^) VUo -+-(.r -y yj~~i) VaU ~- ^ ' ~j^' ' lUo,

ayant pour invariant — i. seront é(jui\alciilfs à la rédiiilf unupie

iTo -\- un,), que nous a\(ms trouvée ilans ce cas. Cela étant, soit

V = rtV -;- b U, ("o — <T,i V,, — f>) Uo,
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une (jiu'lc()n(|iie (lt> siihsliliiliidis au tlclorn)liiaiil dd — hc ^= \
.,

<|ui doiiiM'iil

iTo-i-»»o = MVV„^Û4-jv^-^)VUo-^(x-,)V— i)VoU-i-
'^""^-^^^'"^'

UUo,

on Irouvcra

ce qui conslllue une représenlalion de M par la forme v^\-\- uUo,

(jui esl une somme de ([uatre carrés quand on la considère par rap-

port aux variables réelles.

Mais, comme conséquence de la théorie des formes/, cette re-

présentation possède ce caractère tout j)artlculier que les deux

entiers complexes rt et c sont j^remiers entre eux. Nous sommes

amenés par là à cette conclusion (') :

7^ouf nombre impair est décomposable en quatre carrés et,

parmi ces décompositions, il en existe toujours de telles que

la somme de deux carrés soit sans diviseurs communs avec la

somme de deux autres.

2** Nous allons actuellement nous servir des propositions établies

dans ce Mémoire, pour obtenir l'expression générale du nombre

de toutes les représentations de cette espèce.

Représentons cette expression par '-p(M). Des théorèmes éta-

blis (§ VI) résulte qu'en désignant [)ar 'x le nombre des solutions

de la congruence
.77- ^- j^- S5 — [ ( mod M),

et par o le nombre des transformations en elle-même de la forme

rt'o 4- KUo' on aura
o(M') = ;jLO.

Or nous établirons dans la suite de ces recherches que o = 8, de

sorte que si Ton fait

"NI =; n" o"i n"<,,

on trouvera

:pl M) = —^^^^^ \p - (
—i il [pi - (

—^
) I

. . . \p^
pPi.--Ptoi \pJ\V \ Pi I A L

Ainsi, dans le cas où M ne renferme qu'à la première puissance des

— I

Pm

(') En réalité M. Hermite n'établit pas la proposition énoncée, car a et c étant

premiers entre eux, il n'en est pas nécessairement de même pour aa,^ et cc^. Le

itiéoréme est cependant probablement exact. E. P.
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nombres premiers ^ — i (mod 4), on aui^

(t)=- (^) = -" •••

el la formule devenant

o( M j = 8(/) -r- I) (y>, + i). . . (/Jw ^ I),

on voit apparaître la fonction remarquable qui donne la somme de

tous les diviseurs de M. Mais alors on reconnaît de suite qu'il ne

peut y avoir d'autres décompositions de M en quatre carrés, que

celles qui résultent des représentations propres de .M dans la théorie

des formes / par ^Tq + uUq. Donc, en désignant par <^('-M) l'ex-

pression générale de toutes les représentations de M par une somm e

de (juatre carrés, on aura dans ce cas :

*(iM) = o(iM) = 8(/>-r- i){pi-i- i).. .(pui^ I ),

comme Jacobi la trouvé par la théorie des fonctions elliptiques.

3' Pour arriver en général à la détermination de 4>(^M), il nous

faut recourir aux représentations imju'opres de M, par la forme

iTo -r '^'^u- Clés représentations ont lieu en faisant

// = /Jl, Uo = />o/'0)

/. étant le plus grand comiuiiii dniseur des nombres complexes u

et r. l)t^ \d résulte

par conséquent, M est divisible par AAq. el la subslilulioii

u = h, «0 = /'û.

fournil une représenlalioa propre du nombre ^ par la forme

vi'o -r '"'o- Avant ainsi trou\é K's valeurs

ou en déduira celles où /." est le [l'us grand commun diviseur de *•

el 1/. en j)ronanl

u — A/i, //o = Ao//o-
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De là nous |)(iii\(iiis facilement concliirn toutes les décompositions

possibles d'un nombre en (|iihIic carrés.

Soit, en eflet,

INl =^ m- -f- m'- -:- m"'^-r- m"'-.

Si, ]>ar exemple, les deux sommes m- H- m'- et m"- + m - uni un

diviseur commun, on sait par la théorie des formes binaires qu'il

sera nécessairement une somme de deux carrés; donc, le plus grand

commun diviseur m sera lui-même de la forme /n = a^ + [!l-, et la

(l('C()m|)0silion considérée résultera d'une représentation propre

de ^ > |)ar la forme rr„ + ffifn-

4" Ces considérations bien simples nous conduisent à exprimer

la fonction $(M) qui désigne le nombre de toutes les représenta-

tions de jNI par une somme de quatre carrés au moyen de la fonc-

tion q(i\1). Soient, en elTet, /?î), m.y, . . ., //?/ les différents diviseurs

de M qui sont décomposables en deux carrés; u.,, Uo, .... a, les

nombres de représentations de chacun de ces diviseurs par une

pareille somme; on aura

«!>( M ) == ui ce — — a., !i — -i- . . . -t- a,- o — •

' \'>h/ ' ' \/»2/ ' \rni/

Cette relation va nous donner le théorème de Jacobi, que nous

allons établir dans le cas où les nombres premiers qui divisent M
n'y entrent qu'à la première puissance.

Décomposons à cet effet M en deux facteurs, P et Q, le premier

formé du produit ppf . . . p^i des nombres premiers

=s H- I ( mod 4 )

le second du produit qq\ . .qr;^ des nombres premiers

^ — I ( mod 4)'

Les diviseurs décomposables en deux carrés, et désignés dans la

relation précédente parla lettre /??, seront, comme on sait, les di-

vers termes du développement

<-H-7')(i^-/'i)---(i-^/>m).

Or il résulte de la théorie des formes binaires que, pour un di^n-
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seur m^ composé de A facteurs premiers, le nombre p. correspon-

flanl sera '.i'

.

L'expression de
'f
(M) peut donc s'écrire ainsi

L" \pp\i \ppi/ ' V/^oj-iiPw/J

L ^.PPiPiJ ' .PP\Pil \/?a)-2/'(.)-l/'w/J

(]ola posé, d'après ce que nous avons obtenu précédemment en

général.

cp(M) = 8(/) — I) (/Ji — I). . .C/^w — I) (<7 ^ ') (^1 ^ I )• • ( ^'rr - I •:

(Toù Ton eonclut les relations

. (

M\ _ o(M)

j) ^ P — ^

/ iM \ _ oCSl)

^ \PPi/ ~ (/^ — !)(/?, — I )

M \ o(M)/ M \ ?
^ \PP\Pi/

^
(/' — Ul/'i I )

(/J2 — I )

de sorte que l'expression de <Ï>(M) prend celle nouvelle l'orme

+ 23y . ^ .l-

les signes \ désignant successivemenlla somme des quantités •<

la somme de leurs produits deux à deux, trois à trois, etc. Or il est

évident qu'on a ainsi le développement du produit

\ /»— '/ \ P\— '/ V />to— 1/

(pi'on j^eul ramoner à

/>j4-^ /Mjf-2 Ptù -^ I
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Nous ohlcnoii^ donc, cil .sii|)|)iiiii ml !<• laclciir coniimiii

{P — 'M/'i ^- ')• ••'^/^'> ^ ')^

'I'(M) ^ H(p -h\)(pi-h \)...(/>.„-hi)(q -i- i)(7i 4- ij.. .(<75jH- I);

co qui esl précisémciiL \e théorème de Jacobi.

Pour le cas plus com])lic[ué où le nombre M conlienl des divi-

seurs premiers à dns |)iiiss;uiccs ([uoIc(jnques, nous reinellons à le

Irailcr lorsipic nous |)uhli('rons la suilc de ces recherches, dans

l'espérance de la prcseuler d'une manière plus concise el j)lus élé-

gante que nous ne pourrions le faire maintenant.

Paris, août i85!J.



NOTE

THÉORÈMIÎ RELATIF AUK NOMBRES ENTIERS.

Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. XIII, i"" ?ér.; 1848.

Depuis longtemps j'avais trouvé de mon côté une démonstration

élémentaire suivante du théorème relatif aux nombres premiers

Supposant
«2 _i_ , = o (mod p »,

convertissons - en fraction continue jusqu'à ce qu'on oljtiennr
p

.111
deux réduites consécutives — > -7' telles que n soit <'\ p et 11 ~>\ p ;

on aura, comme on sait,

n m z

j> n n/i

OÙ £ est <^ I . De là on tire

/'
.

ntt — /)i/> —-.—,;
n

donc
{/la — /»/>)- </?•

AjoiilanI iii('ml)re à membre avec i)-<^p, il vient

{no. — inp\- -{- n- <i > p.

Or le prcniicr mcni!)rc de celle inégalilé esl un mulli|ilt' ciiUer

de p d'aprrs la condition
a- -h i ^ o (mod p );

il faut donc qu'on ait précisément

1 /Kl — /II/) 1- -t- /i- = />.



SUR UNE OUESTION HELATIVE

THÉORIE DES NOMBRES.

Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. XIV, i'* sér. ; 1849.

Soient n -\- 1 nombres entiers

« '3 ^,a, ^. Y-
•/., l,

dont le plus grand commun diviseur est l'unité; on propose de

trouver tous les systèmes de /?(n + i) autres nombres, savoir :

'J-'
1
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Solulion. — Nommons respectivement

7T| II,' plu«; grand commun diviseur de '/ et 3,

T.-, idem -^ et -;,

t:. idem -^ et o,

î

7r,-i idem ~n-i et /..

r.n idem i^v-i et À
;

dans l'hjpothèse admise, Tt„ sera l'unité. Prenons ensuite les nombre*

entiers

n, h, r, d /.-, /.

c'. d', .... /.', /',

d'après les conditions

a ^ — b y. = ~i.

c'y — CTZi = -,,

d'o—dr., =7:;,,

On satisfera à la question proposée par les valeurs suivantes

«('•) = ami -^Mi ^,

"1

fi) = cm ^ N,- ^,

8(') = dpi -^ V, -,

x('' = ks, + S/ -—

Xi') = //, -+- T, — ,

les quanti lés

IM/, N,, P„ .... .S,

dépendant des nombres entiers

m,, «/, />,, S/, ti
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pai' los ('M|u;ili«)ns

M/ = c' n,- -4- N,- £^'

N,- = dpi -i^ 1>, 5^

,

'•3

cX loulcs les solutions possibles s'oblieiidroiil en prenant toutes les

valeurs des n^ quantités

m,, n,, Pi 5,-, /,,

pour lesquelles le déterminant

//i], //«>, .... ni,i^

/'i, /'2, • •> /?«,

«I, Ao •>•/(,

/] , t-i, •
, ^/i,

égale plus ou moins un.

Ainsi, par exemple, lorsque /i = 2, s'il s'agit de rendre égal à

runité le déterminant

( a, 7.', a" 1

P, 3', p" =a([i'Y"-Y'!B") + p(Y'a"-a'Y") + Y(a',3"-[i'a"),

Y- Y'> y" 1

on aura

avec

ce qui donne

, -, a

|3' = 6/«,-i-I\I, -^-,

y' = crti H- Ni Y,

Ml = c'«i -H Ni "i,

= awi H /«i -f- iM] a,

P'
= ^;,H,+ i^. /,i_Nip,

Y = cni -H INiy;
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on trouvera ensuite semblablement

t c'
a" = am=i -f- — « > -f- No 2,

~i

Se'
p" = bm^ -1- ^— «2 -t- ^2 ?)

~i

7" = C/l2 -4- N2T'

et Ton devra prendre pour /?i,, /i,, /?i2, ^?j indéfiniment tous le?

nombres entiers pour lesquels

m] «2 — /«2"i = — I-

Si « = 3, la solution générale de l'équation

,' a, a', a", a"

o O' O" Q«
H> p ' P > p

T- 7', 7"> i"

sera de même comprise dans les formules

, ac' %d'
a = ami -!- —— 11^ -. /^i — f'i x.

"1 '-2

/
,^c' 'ici

'•I
~2

Y = cm^ -+- '_^/>i -f- Pr;,

0' = r//7, -f-PiO;

,,
a c' a rf'

a = rt/nj H «2 -r- /?2 -i- P3 X.
-711 r-j '

[î" = hnu + Ë£^ «, ^ M' ^, _ p, 3,

C/lo
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\ oici maiiiLcnaiil l'analyse (|iii nous a coiidull à ces résullals :

Soient, [)our abréger, A le délerniinanl des quanlilés

(A) a('', [î<'',
Y^'', ..., o''\

B r<'liii (lu système

3, o, o, ...,

(B)

? 1
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Or on trouve facilement, au signe près,

B = pvr:.../.;

Jonc on peut remplacer la condition [jroposée, savoir

par la suivante

dont nous allons nous occuper.

Exposons d'abord une transformation des termes du système (C ) ;

j'observe, à cet effet, que t, désignant le plus grand commun divi-

seur de a et |î, on aura nécessairement

aU-)p__ pu) a ^ niiT.u

d'où l'on tire

a^'") = ami — M, — ,

'•1

p(/) = èm/-T-M/ ^,

les nombres entiers m/ et M/ restant entièrement arbitraires, et a

et h étant déterminés par réf[uation

a'^ — ^ 3t = —].

Au moyen de cette valeur de |j''^, on trouve

p(/) .^ _ ,^(.-) p = 6 Y m,- - _^ ( M,- Y - Y*''
-, ).

••1

Or, Tïo désignant le plus grand commun dix iseur de tc, et y, on aura

nécessairemenL
M,Y — Y^'"'f^i = «/î^î,

d'où

i\I,- — c'n, -h \/ -^ >

Y*''
= en/ -^ N,- ^ .

les nombres entiers /i/ et N/ étant ipiclcompies, c et c ilépendant

de l'équation

c'y- c-| = -..
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Lu répclilioli <lii inêinc calcul nous coiidiiir;! <lc 1 cxpiession pré-

cédente de Y^" à celle de o '
;

il vient, en ellcl,

•712

cl posant encore
N,o — o"'-2 =Pi~i,

-;, élanl le plus -;iand coninuin diviseur de -j et o, on en ((jiiclura

N,- = d'pi -~ P/ ^,

81') == clpi 4- P,- - ,

</ et <:/' élanl ilonnés par l'é(pialion

cl' r. - d-, = -.,.

La loi que suivent ces opérations est maintenant évidente, d Ton

en conclura, d'une part,

'•I

v(') — 0*') Y = r n/ -r- ~ Pi,

y.-,
-/.(''•À — }M'y. = kl Si H ti,

WJ-l

où il est essentiel d'observer cjue /;?/, /?/, . . ., .?/, ^/ restent jusqu'à

présent des entiers entièrement arbitraires.

D'un autre coté, nous obtenons d'ailleurs

a''' = anii -t- M,- -_- -,

•{

ou; ^ ^,„ . _^ ;\i
. A

,

fi) = cm -- Ni f^

,

0^i> = f/yj; H- P/ ^ .

•-,7-1
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et les entiers M/, N/, P/, ... s'exj)ninenl de ]>rochc en proelie,

uniquement |);ir /??/, /i/, />/, . .. au moyen de ces autres équations

M, — c' iii -f-N/ —

,

N/ = J>/ ~ P,- ^ ,

/'^ -T-T,

lesquelles ne laissent d'indéterminé que 1\-.

Ces résultats obtenus, reportons-nous maintenant au système (C),

(jui a été transformé dans le suivant, savoir :

P— '^ —

.

/H,-,,

0_
., o^[/n,-+- «/, .... 0\'/n,i-~- ^—-- Il

c II
1

/^^ 7^2- c n, Ç^/"..

/./..S-, ^.^/l.
•Il-l

kXsi /.,, ..., AX*/ t,. .... /.À s,.,

On reconnaît bien facilement (juiin pareil système provient de

composition des deux autres, que voici :

(0

et

//;,•
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(loac son (It'-lcrmiiKint, •! par miiIo <cIiii du n\ >lriii(' ((>). xuil le

produit dt's dclrniniiauls de ces (\{'u\ sjslùmes.

Or le délenniiiaul du sjslèinc [:>.) se réduit à son loriiie priiicipid

(Ml MlllpIcilU'Ill

Py--.-/-,

puiscpie T.,, est ruuité; la condilion |)roposée

sera doue remplie l'ii [)renanl éj^al à l'unité en valeur absolue le

déterminant des n- nombres entiers du système (i), ce qui est la

conclusion que nous avions annoncée, et qu'il s'agissait d'obtenir.

H.



DÉMONSTRATION ÉLÉMENTAIRE

PROPOSITION RELATIVE AU\ DIVISEURS

DE x^-h Av-.

Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. XIV, r* «ér. : rSig.

Je dis que, p désignant un diviseur de la forme x--\- Xy-, une

puissance convenablemenl déterminée de p pourra toujours être

représentée par cette forme, c'est-à-dire qu'on pourra toujours

faire

pV- = X2 ~- \\\

Soit, pour une valeur entière quelconque de a, aj^. une valeur

de sj— A (mod p^) : l'expression

représentera toujours des nombres entiers di\isibles par p'^, et je

dis en premier lieu tpi'on pourra toujours déterminer jc cl ) de

telle manière (ju'on ait

pv- ^ *

En effet, il suffira de développer en fraction continue —|^' jusqu'à

ce qu'on arrive à une réduite telle (pie. sdu dt-iiominaleiir liaiil
I

,

moindre (pu' 4-pr' cetic liniitc soil allemle ou surpasséi' par \v dt'-

v/A

nominaleur de la réduite sui\auliv Les \aleurs de .r et y seront

respectivement le numérateur et le dt'-nominateur de celle réduite.

Gela posé, on voit (pie, j)ar une inlinité île \aleurstle a, on aura la
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rcpréscnlalion d'im niriiK! iniilll|ilr ilr p''- par la forme .r- -f- Aj^'-

Ainsi, en rKniiiii ml /. le iiiiilli|ili(alriii', un Irouvcra nécessaircmonl

<l(Mix ('(|iiali()ns

ApV-' = x'- -t- Aj''-,

dans lesquelles .r — x cl )' — y' seront à la fois divisibles par/,.

Sous celle condilion il vienl, en inullij)lianl iiicinhre à membre les

deux ('([nations précédenles,

k-/>^-^>' — f.r.r'-l- \yy' )- 4- Afo?/' — y^' f-

Or xy'— yx' est divisible par /,% puisc[u'on a

X ^ x'
, y^^y' (modA);

donc il en esl de même de xx -\- A.yy, el, finalemenl, la puissance

[X + jx' de /? se Irouve bien représenlée par la forme x- H- Ay-.

Il esl facile de voir qu'une démonslralion toute semblable s'ap-

plifjue au cas de A négatif; on a, an reste, un théorème plus gé-

néral et dont voici l'énoncé :

p étant un diviseur de la norme d^un nombre complexe quel-

conque, formé avec les racines m"''"^''^ de V unité, on pourra

toujours déterminer une puissance entière de p qui soit re-

présentée précisément par cette norme.



SUR

LES FONCTIOAS ALGÉBRIQUES

Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences,

tome XXXII, i85i.

1. Les [)i^oposi Lions données par M. Puiseiix, sur les racines des

('(jualions algébriques considérées comme fonctions dune \a-

riable s, qui entre rationnellement dans leur premier membre,

me semblent ouvrir un vaste cliamp de recherches destinées à jeter

un grand jour sur la nature analytique de ce genre de quantités.

Je me pi-opose (h; donner ici le priuci[)e de ces recherches, et de

faire voir comment elles conduisent à reconnaître si une é(piatit)n

queleoncpie
F(», ;;) = o

est résoluble algébri([ueinent. c'est-à-dire si rinconnue // |)eut être

exprimée par une fonction de la variable z, ne contenant cette va-

riable que sous les signes d'extraction de racines de degré entier.

Les théorèmes auxquels nous serons ainsi amenés donneront, et

sous un |)ointde vue enlièrement nouveau, le l)eau résultat obtenu

par Abei sur la possibilité d'exprimer algébriquement sin am / -
j

par sinam(.r). Je me borne ici à la question de la rc-solution par

radicaux; plus tard je ferai, au même point de vue. r('tiide des

équations modulaires, et je nionlrerai coniiiienl lc> llu'Oi'èuies île

INL Puiseux conduisent à ellecluer rabaissement de les éipialions

dans les cas annoncés par Galois, dont les principes serviront d'ail-

leurs de base à tout ce que nous alloM> dii-e.

2. Soit

ré(piation iloul les racines, mises |H)nr ; dans l'éipiation |>roposée
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lui l'oiil ;ic(ni('ilr des imcImcs iiiiill I|»Ic.s ; désignons ces diverses \n-

leiiis de c |i:ir

et, après ;t\(»ir [vacv. diiiis un plan d(;tix axes rectangulaires, reprc';-

senlons-lcs par autanl de poinis (pic nous nommerons resj)ecli-

\enit'nl

/^), /|, . .
.

, /[j.-i-

Soient enlin, jiour un point (juclconque P du plan,

toutes les racines de l'équation proposée; M. Puiseux, et c'est là

une partie essentielle de ses recherches, a donné le moyen de

li'ouver la substitution qui s'opère entre les valeurs initiales Uq,

//i . .... Um-t des racines de la proposée, quand la variable :: décrit

un contour fermé partant du point P, et embrassant l'un des points

Zq, Z, Zj;,_,, pour revenir au même point P. Représentons

symboliquement par S/ la substitution relative à un contoin- élé-

mentaire comprenant le seul point Z, ; on aura les théorèmes sui-

vants :

rui:onr:ME 1. — Toute fonction des racines u, invariable par
les subslifulions

Sy, Si, .... ï^a-l,

pourra être exprimée rationnellement par la variable z\ et

aussi la proposition réciproque.

Théorème II. — Toute fonction des racines m, déterminable

rationnellement en z, est invariable par les mêmes substitu-

tions

Le groupe des substitutions en question jouera donc précisé-

ment le même rôle que le groupe de l'équation irréductible en V
de Galois.

Démonstration du théorème I. — Soit U la fonction des racines

?/o, u^. ..., u„i_i, qui vérifie les conditions du théorème I; il est

évident qu'on pourra toujours établir entre cette fonction et la va-

riable z une équation rationnelle. En second lieu, si l'on fait décrire

au point P un contour fermé quelconque, la fonction reprendra
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toujours la même valeur initiale; donc, d'après une remarque qui

appartient encore à M. Puiseux, U est une fonction entièrement

rationnelle de :;.

Démonstration du théorème II . — Toutes les valeurs que pour-

rait acquérir la fonction U, en appliquant aux racines Uq, iiy, ....

Um-\i les substitutions Sq, S), . . ., SpL_t, sont autant de valeurs ini-

tiales qu'on obtiendrait lorsque le point P, ayant décrit un contour

quelconque, serait revenu à sa position primitive; si donc la fonc-

tion U remplit les conditions du théorème II, c'est-à-dire si elle est

rationnelle, ces valeurs seront toutes les mêmes; donc, etc.

3. Je vais maintenant faire voir, par un exemple très simple,

une première application de ce qui précède.

Le degré de Téquation proposée F(«, 2) = o étant un nombre

quelconque m, supposons que les divers systèmes circulaires de

M. Puiseux soient tous identiques en embrassant toutes les racines,

ou bien qu'ils soient réductibles tous aux puissances d'une même
substitution circulaire d'ordre /??, suivant l'expression employée

par M. Cauchy, Téquation proposée sera résoluble par radicaux

relativement à c.

En effet, si l'on désigne par y. une racine (|uelconque de 1 équa-

tion binôme a'" = 1 . la fonction suivante

( ifo H- ai<| -H T.- u-i -t-. . . -t- a'"-' ii„i-i)"'

reprendra toujours la même valeur initiale, quel que soit le contour

fermé qu'ait décrit le point mobile P en revenant à sa première

position; doue cette fonction sera déterminable rationnellement

en r ; donc, etc.

4. Actuellemenl supposons que le degré m soil un nombre pre-

mier; la condition nécessaire et suffisante de solubilil»' par radi-

caux consiste en ce que toute fonction des racines invariable par

les substitutions de cette forme spéciale, savoir :

('" )
a qX b étaiil liiiis le< entiers |)ris siii\ant le module it} . ainsi cjui'

l'indice variable / . soil r.itioniKdlemeiil connue.
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DoiK", (riiprrs le lliéurcnio Jl, la condiliou iK'ccs.sairf; (l suffi-

sauLo de soliihilil»' re\icnL à ce (juc :

Les siibsliliilioiis S,, S^, ..., S|j,_|. doiinccs par les |)riii(i|»('.s (Jo

M. l'iilst'ux, soient Idiiles de la loi-nic ci-dessous :

\ UaA+ b

Pour établir de la manière la plus simple la possihililc' de l;i

résolution pai' radicaux, je raisonnerai ainsi :

Posons
G( a) = ( ii^-,-{- 7.11,-+- 0.^11,-^. . .^ a"'-iM,„_i)'" ;

et désignons par p une racine primitive pour le nombre preuiier m
;

en emj)lojant une racine ^ de l'équation |3'"~' = i , nous considé-

rerons la nou\ elle fonction résolvante

et je dis que cette fonction est invariable pour toutes les substitu-

tions

/ «/.

Pour cela, il suffit de prouver qu'elle ne varie point pour les deux

substitutions

et

'«A-

car la précédente résulte des produits des puissances de celles-ci.

Or la première
'

"A-

."A + l,

laisse invariables toutes les quantités

ç(a), cp(aP), cp(aP'), ..., 0(2?""°').

Quant à la seconde
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elle n'a d'autre eUc-L que de remplacer chaque terme de la suite

ci-dessus par le précédent, le premier devenant le dernier; or une

Iclle substitution n'altère pas la valeur de T, donc l est bien inva-

riable pîir toutes les substitutions

Uak+b

)

13onc enfin T est une fonction rationnelle de ^, facilement déter-

minal)le par la théorie de M. Puiseux, si les divers systèmes circu-

biires pour les j)oints Z,,, Z,. ..., Z[j._i sont de la forme cpic nous

leur avons assignée.



SUR L'EXTENSION DU THÉORÈME DE M. STUR^^

A UN

SYSTÈME D'ÉQUATIONS SIMULTANÉES.

Cutnples rendus des séances de l'Académie des Sciences,

tome XXXV, i852.

J>o llu'o reine fie M. Sturm a pour objet de déterminer le nombre

des racines réelles d'une équation à une inconnue, qui sont com-

prises entre deux limites données. Je me suis proposé, dans le Mé-

moire que j'ai l'honneur de soumettre à l'Académie, une question

analogue pour deux équations simultanées, et qu'on peut énoncer

ainsi : Considérant l'une des inconnues comme l'abscisse, et l'autre

comme l'ordonnée d'un point rapporté à deux axes rectangulaires,

déterminer le nombre des points auxquels correspondent des solu-

tions des équations proposées, et qui sont compris dans l'intérieur

d'un rectangle donné. Cette question se trouve résolue de la mr-

nière suivante. Désignons les sommets du rectangle parles lettres <:/,

6, c, <r/, et supposons les côtés ab et ad respectivement parallèles

aux directions positives des axes des abscisses et des ordonnées.

On substituera successivement les valeurs numériques des coor-

données de ces quatre points à la place des lettres x etjK) dans une

certaine suite de fonctions de ces deux variables; et en désignant

par A, B, C, D les nombres de variations que présente cette suite,

lorsqu'on prend pour les variables les coordonnées des points «, 6,

c, d, on aura, pour le nombre cherché, la valeur

A — B -^ C — D
n — •

2

Ce résultat est, comme on voit, entièrement analogue à celui du

théorème de M. Sturm; cette analogie se maintient encore lorsque

l'on considère trois équations simultanées au lieu de deux. Dési-

gnant alors les inconnues par x, y, z^ on les regardera comme les

coordonnées d'un point de l'espace rapporté à trois axes rectangu-

laires, de sorte qu'à chaque solution des équations proposées
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réponde un point déterminé. Cela posé, considérons un parallélé-

pipède droit, dont les bases parallèles au plan des xy soient les

rectangles abcd, a'O'c'd'. ?Sous supposerons les côtés ab. ad pa-

rallèles aux directions positives des x et des j', et les droites aa',

bb'j ce', dd' j)arallèles à la direction positive de Taxe des z. Cela

étant, le nombre des points représentant des solutions et compris

dans I intérieur de ce parallélépipède sera déterminé de la manièn?

suivante :

Désignons respectivement par A, B, C, U, A', B', C. D' les

nombres des variations que présente une certaine suite de fonctions

de trois variables, lorsqu'on substitue à ces variables les valeurs

uuinériques des coordonnées des points a, b, c, d, a', b\ c . d' , le

nombre cherclié sera donné j)ar la formule

n = -> [( A - A') — (B — B') -T- (G - C'}— ( D — D' j].

Il est remarquable (pi'il existe un grand nombre de suites jouis-

sant ainsi de propriétés semblables à celles des fonctions de

M. Sturm, dans la théorie des équations simultanées. ^ oici la plus

simple pour le cas de deux équations prises, si l'on veut, sous la

forme
F( .r) = o. y = *( .r),

F(:r) étant un polynôme entier, et ^{x) une fonction rationnelle

de X.

Nommons .r,, x^, ••, x m les racines de l'équation F(j:) = o,

jKi, J'ii, -••, Vin les valeurs correspondantes de r. S/ la somme
symétrique

et T/ la suivante

le premier terme de la suite sera

nants des systèmes

uuilé, el les autres les délernii-

So^ T, — S,^

T,

T.,

^oy T, — Sir

S,7 T. - Soj
So" Ta-Saj-

To — Soj' T, — S,)-

T, — S,r T0-S2.K

X- x^

To — Sj^r T3 — S37
T3 — S3K Ti-SijK

T;-S;^ T5-S57

X-

T. — Sj V

Tj — %y

etc.
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le ilcrilicr Irrinc est \c (li-lcniiiiiiiiil à m -+- i colonnes ol)lenn ofi

C(inlinii;inl la mémo loi. En {^rm'-ial, c'est au moyen de fondions

sjmélri(|iies (les lacincs des ('(iiialions |)r()|)osécs (|iic se IroiiNcnl

immc'dialenienl expiimées les lonclions analogues à ccllrs de

iM. Slurm, <•! les |>ro[)rlélés de ces fonctions sont déduites de leur

loi même de formation. L idée (rinlroduirc ainsi explicitement les

racines est due à M. Svlvester. i|ui. le premier, a montré comment

elles entraient dans la composition des fonctions de M. Sturm
;

M. Cajlej a fait voir ensuite a\ ec élégance comment les |>ropriétés

élémentaires des déterminants permettaient de transformer les pre-

miers ternies des formules de M. Sylvester en d'autres qui con-

tiennent seulement les sommes des puissances semblables des ra-

cines ('). Ce sont aussi des expressions analogues à ces sommes,

pour le cas de deux érpiatious simultanées, (pii (igurent dans nos

formules et(pii les rapprochent de celles du savant géomètre. Mais

le fait le plus important (|ui ressort de mes reclierclies consiste

dans l'existence d'une infinité de fonctions possédant les |)roi)riétés

de celles de M. Slurm, pour une ou plusieurs équations. Gela

ouvre la voie à des recherches importantes, sur lesquelles je pourrai

peut-être revenir dans une autre occasion; je me bornerai pour le

moment à cette remarque, que les conditions de réalité des racines

d'une écjuation à une inconnue peuvent s'exprimer uniquement à

Taide des fonctions rationnelles des coefficients c[u'on nomme

hyperdéterminants ou inva/ia/its.

(') Tomes IX et XIII du Journal de Mathématiques de M. Liouville.



REMARQUES

LE THÉORÈME DE M. STURM

Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences,

lome XXXVI; i853.

En roprésenlanl par V= o une équation quelconque de degré m,

dont les racines soient rt, b, . . ., k, l, et par V,, Vo, . . ., \ ^ la suite

des fonctions de M. Sturm, on a, d'après le beau théorème de M.Svl-

vester, les expressions

Vv-i:

t-1 ( .r — a ){x — b )

V3 _ '^ (a — b)- (a — c)' (b -~ c)-

V ~~^ (x — a){x — b)(X'-c)

\,„ _ (a — b )-(a. — c )-...( /t-— /
)"-

V ~ (x — a) (X— b)...{x — l)

J'ai reinar{|iu'' cju'en désignant par A, B, ..., K, L des iVtnclion'

ralionnellcs sciiil)lablcs de a, ù /. . /. de telle sorlo que

A=o(«), B = o{b), I. = i(/),

les nouvelles fonctions

V,

V ^ X — a
'

\ j^ (x — a)(x — b)'

V ~^ (,r— a)ix — b){x — c)

1

V^^, ^ (A — H)^(A— G)^..(K- L)'-

V {x— a){x — b) . . .(X— /)
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oui l(;s iiU'incs |)r(i|tri<i<'> (Jik- celles de ^1. Slnnii. \iiim Ion ii celle

itroposilioii : Poiii' une \;il<iii' rcillc (\c .r. le iioiiihic des Icrmcs

posillls de i;i siiile

Y' V,' \'>,' ' v,„_,

rcprésenle le uoinhic des couples de racines iuiaginaires de l'é-

(piilIloU

V = o.

iui-^nieulé du nouibre des racines réelles moindres (pu; x. Le

nombre des Icrmes né'^atifs sérail le nombre de couples des racines

imaginaires, plus le nombre des racines réelles supérieures à x. De

là se lire immédialemcnl le théorème de M. Slurm, sous la forme;

ipie lui a donnée Tilliislre géomètre; mais les énoncés précédents

sonl ceux que fournit d'abord la méthode que j'ai suivie.

En considéranl deux é(pialions à deux inconnues donl les solu-

tions simultanées, en noiubre//?. soient

X = a, y — a', x — h, y = l>' , . . ., x — A, y = k', x — l, y — /',

je désigne d'ime manière analogue par A, B, . . ., K, L, des fonc-

tions rationnelles semblables de ces solutions, de sorte que

Cela étant, les expressions suivantes, fonctions rationnelles symé-

triques de ces solutions, savoir :

U 2d{x — a){y — a')'

Uo
^ y ( A - B y-

^

u ~ ^ {x — a) (y — a' ) [x - b) ( y — b' )'

LU v^ • (A — B)2(A — C)2...(B — Gi2

Ï-S {x — a) [y — a' )(x — b ) { y — b'
)
{x — c ) i y — c'

)

et, en dernier heu,

U„, (A - Bi^i A — Cr^..(K— Lr2

U {X — a){y — a' )[x— b ){y — 0'
) . . . { c — l ) { y — /'

;

donnent lieu à cette proposition :

Pour un système donné de valeurs réelles de x et r, le nombre
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(les lermes posilii's tic l.i siiilc

U, \h U, JJ^
u' u,' lV '

u„,_,

représente le nombre des couples de solutions imaginaires, aug-

menté du nombre des solutions simultanées réelles x =^ a, y= a',

pour lesquelles (j" — a) ( r — a') est positif. Le nombre des

termes négatifs serait le nombre des couples de solutions imagi-

naires augmenté du nombre des solutions réelles, pour lesquelles

(x — a) (y — a') est négatif.

D'après cela, si l'on représente par (.r, y) le nombre des termes

positifs de notre suite, on trouvera très aisément que le nombre

des solutions simultanées réelles, pour lesquelles on a à la fois

X>X^, X<.Xi,

.r>ro, y<yi^

esl donné par la formule

I

[i^i, J'i)^(^o. ro) — (^i-7o) — (Jro,yi)].

Ces nouvelles fonctions auxiliaires sont plus simples que celles aux-

quelles j'étais arrivé dans un précédent Mémoire; elles n'exigent

j)()int que Ton connaisse d'avance si, à une valeur de l'une des in-

connues, correspond une seule ou plusieurs valeurs de l'autre in-

connue. Dans le cas des solutions égales, elles se comjiorlent comme

celles de M. Sturm; la dernière fonction U,„ s'évanouissant, toutes

les autres U, U(, Uj, . . . acquièrent un facteur commun, tel que

(x — a) (y — n'), et, après la suppression de ce facteur, la nou-

velle suite présente, avec un terme de moins, exactement la même
composition analytique et les mêmes propriétés que l'ancienne. On
|)cut aussi démontrer cpie trois fonctions consécutives sont liées

par une iclalion de la forme

PU/-^QU,H-i + RU;v, -o,

où les cocriicicnls cxlrciucs sont des carres, de sorte (pi eu gênerai,

si nue fonction scvaiioiiil. la pn^cdcntc cl la suivante sont Ac

signes contraires. Mais c est là une conséipiencc et non le principe

de ma mclbodc. (pii repose sur (piebpies propriétés élémentaires
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(lo foniirs (nia(li;ili(|U('s. On s Cii irudia (•(iiii|)le aisémeni en rc-

iuar(Hiiiiil (\\\f les loiiclions

V ' V ' ' "V

sont irspcrlivemcnl les invariants des formes (|iiadrali(|iies

.^d a- — a

y, —^ ( Xo -i- AX, -+- A2 X, )2,

-^
( Xo -f- AX, -h . . . -)- A'«-i X„,_, r^.

J'ai ainsi retrouvé, dans une recherche purement algébrique, ce

j;enre spécial de formes quadratiques, que j'ai considérées tant

de fois dans mes recherches de théorie des nombres [Journal de

d'elle, l. 40 et 41). Pour les équations à deux inconnues, les

formes analogues sont

(x — a){y — a )

7- (Xo-^ AX,)2,

-^ (Xo + AX, -f-A-^X,)SXd {X — a) {y — Cl
)

et, ea dernier lieu,

—
r- (X« -f- AX, ^ A^ X, -+-. . .4- A'" ->X„,_, )^.

( .' — il ) ( K — Cl
)



SUR LA DÉCOMPOSITION

NOMBRE EN QUATRE CARRÉS

Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciences,

tome XXXVII: i853.

Des recherches sur les nombres complexes mont conthiit à la

démohslration suivante du ihéorème de Fermât sur la décomposi-

tion d'un nombre en quatre carrés, que je vais exposer en peu de

mots.

Désignant ])ar A un nombre entier impair ou impairemcnl pair,

nous conunenccrons par établir la possibiblé de la congruence

X' -^ y- -!- I :s o (mod A ).

A cet efTel, soit d'abord
A ïs £ I 1110 J 4))

£ représentant + i ou — i ; la progression arithmétique avant pour

terme général

4 A ^ -r- 2 • A — 1 .

ne contiendra (pie des noml)res t^ i (mod "j), ])uisque

'2îA — 1 ^^ >i- — I ;= I (^inod 4).

J'observe ensuite que le premier terme iiX— i et la raison 4A
sont premiers entre eux. car. de ces deux nombres, lun est pair,

1 autriî inqiair, et la relation

montre f|u'ils ne poiuraicnl a\(iird aiilrc di\ istiir conunnn (pie Jt.

Donc, d'après le théorème démontii- par M. Diriohltl. tel le pro-

gression contiendra une inlinilé de nondires |)remiers tpii >er()!îl

^ I (mod 4) et, par suite, décomposables en deux carrés. On j>ourra
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(aire ainsi, jtoiir une iiiliiiih' de \;ilciii's dv. :,

/( A ;: -T- v>, £ A — £ = x- -f- y'^
;

(J'où l'on conclura

./•2 H-j2 _|_ I
= o (mo(IA).

Soil. en second lieu, A ir= ">. (niod 4); \t>u[ ce (|ui prc-cède subsis-

tera iel;ili\ciiienl à la non\elle |)roi;ression aritliiin'li(jiie, avant

poni' leriiK! i^énc'ial

., A z'-X-i.

\in>i la [)ossil)ilil('' de la conyriience

.r2 -+-72 ^1=0 ( mod A
)

se trouve étahlio |)our loul module impair, on double d'un noiidjre

impair.

Considérons niainlenanl la forine (piadi"ali([ue définie à quatre

indéterminées

/= (Aa^-l- OLZ -+- '^u)- -h (A7— '^z -h oLuf -4-^2 _i_ „2^

où les nombres entiers a et ,3 satisfont à la condition

a2 -I- |32 4- I = o (mod A ).

I^'mvariant A de cette forme sera en valeur absolue A''; done, si

l'on clicrclie son minimum pour des valeurs entières des indéter-

minées, on trouvera, d'après un théorème que j'ai donné en gé-
3_

néral, un nombre au-dessous de la limite
( ^

)'
i/'^,

et, par suite,

moindre que '^A. jMais il est aisé de reconnaître que les nombres

représcntables pary sont nécessairement des multiples de A; donc

ce minimum ne peut c[u'èlre A lui-même, qui se trouvera ainsi

décomposé en une somme de quatre carrés.

Dans un de mes Mémoires (') sur la théorie des formes quadi-a-

tiques, publié dans le Journal de Crelle, on pourra voir comment
l'analyse précédente conduit à l'expression du nombre de toutes

les décompositions possibles, que M. Jacobi a obtenu le premier

par la théorie des fonctions elliptiques.

(') Voir p. 209 et suivantes de ce Volume. E 1^.

II. - I.



REMARQUES

SUR UN

MÉMOIRE J)K M. CAYLEY

RELATIF AUX DÉTERMINANTS GAUCHES.

{Cambridge and Dublin Mathematical Journal, IX, i854.)

M. Cayley a nommé système gauche symétrique un système

de II- quantités, représentées par \r,s en atlribuant aux indices

toutes les valeurs entières depuis i jusqu'à /i, lorsqu'on a la con-

dition générale

d'où résalle

lr,r = O.

De pareils systèmes jouissent de propriétés importantes qui

jouent un grand rôle dans les diverses circonstances analytiques

où ils se présentent, et M. Cayley en a fait lui-même un nouvel

usage pour la solution de celte question :

Obtenir toutes les transfoimations d' une forme r/uadra-

tique en elle-même lorsque cette forme est une somme de

carrés.

Je me propose de donner ici des lormulcs analogues à colles de

M. Cayley, pour la transformation en elle-même d'une forme qua-

(lriiti(pu' (|uelconque.

Le pruhlrme peut cire posé :/(Xi, ^'j, ..., a'„) désignant la forme

(Uiadralique jiroposéc, trouver l'expression la plus générale des

([uanlités X, . Xo, . . ., X„. (|ui donncnl

yXX,,X,, ..., X„)=/(-r,..r2, ...,.r„).
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l'oiii- cela, i'iiiia^iiu; (nic l<'S cjuaiililc-s \ cl x scjicnl exprimées par

(les indélenniiiées auxiliaires ç, de sorte qu'on ail en général

\,.-\-x,. = •>,^,.,

el, sous celle contlilion, un va voir qu'il esl très facile d'oblenir

l'expression générale de X cl a: en ^. On a, en eflel,

donc

(0 /(X,,X2, ...) =/('-^-;i —^ri, 7.1, — X.2, ...),

ou, en développanl le second membre,

Donc, par la condition supposée,

/(X,,X2, ,..) =f{Xi,Xo, ...),

cette équation se réduit à

(3)
-^'^T^

-+-^2 ^ -^•• = 2/.

Or, la manière la plus générale de la vérifier en exprimant les

quantités x en ^, sera de faire

(4) ^'• = ^'-"^i2/'^'''^'

les indéterminées ). étant assujetties à la condition

On en conclut

I

et il est facile de reconnaître a posteriori que ces expressions

de X et j: en ^ donnent Lien

(5) /(Xi,X2, ...j =/(ari,a:-2, ...).

Reprenant en effet l'équation (i) et l'équation (2), on verra par
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l'équation (3), équation satisfaite d'elle-même, qu'on retombe pré-

cisément sur l'équation (5) qui était à vérifier. Donc enfin, les

expressions cherchées de X en x, qui donnent la transformation

en elle-même d'une forme quelconque, s'oiuiendront en résolvant

par ra])porl aux ([uaulités ç les équations (4), et substituant les

valeurs en x, (pi on aura trouvées de la sorte, dans les formules

X,. = 2;,. — ^,..

Considérons pour l'application les formes binaires

y = ax- -4- 1 bxy -f- c/-,

OÙ nous mettons x ely au lieu de x^ et x-y', nous aurons successi-

vement
X -\- X = -i^,

et

X = \ '^\{h\-v- cr^) = ; r I -H À 6 H- X c Tj

,

^ = Tj — X ( rt ; -h 6 •/) ) = — X a î -t- ( 1 — X 6 j r, ;

d'où, en résolvant,

Soit, pour abréger,

on trouvera

X--2t

^ _ d — Ib) X — Icy
^ ~

I — X2(6'^— ac

)

_ X «a:+ ( [ -f- X 6 )y
'^ ""

"i — X2(62 — ac) '

b- — «c = D
;

_ ( i — 2 X 6 -H X- D ) a: — 2 X c/
-^^

i-X-^D
'

"ilax -{- (i-h -i^^b -i-X-D)y

Or ces formules, en posant

i-hX2D

9.x

" = T^ÔTd'
ce qui donne

deviendroiil

f- — D «2 = I
,

X = j-(/ — bii) — ctty.

Y = xau + {t -^ bu)y.



hi:makques sur un m

k

moi m: m: m. cayi. ky. 293

C'est la fornic aiiiil\ li(|iic (ilihiiiii- |tar M. Gauss pf)iir la (|iicsti()n

arillinu''li(jii(' où I On xciil ([iic les cocfficicnls de la siih'^l iliilion

soient (les nonihrcs enlins.

I"]ii(iii, SI I on lail I a|)|)litalion de la iiirnic niélliodc à iiiK! forme

([uadr.ili(|ui' d'un noinhrc (|uclcon([ue d'indéterminées dans le cas

où elle est niie somme de carrés, on trouvera immédiatement les

résultats que INI. Cayley a obtenus dans son beau Mémoire, et je

m'em|)ressc de dire (pie je (l(»is à r«'liide de ce Mémoire l'analyse

(jue je viens d'in(li(|uer en peu de mois. J'ajouterai ce|)endant en-

core les théorèmes suivants, «pii servent de lemmes à une recherche

aiilhinéli(|ne impoilanle.

I. Ayant rnincnc à une so/nme de carrés de fonctions li-

néaires une forme quadratique quelconque, de sorte qu'on

ait, par exemple,

si Von désigne par -\, i3. C, ... ce que deviennent respective-

ment A, B, C, ... lorsqu'on fait dansf une substitution quel-

conque qui la change en elle-même^ on aura évidemment

51 = a A -^ p B -T- Y C + . . .

,

13 =- a' A -^ .3' B ^- y' G -F . . .

.

£= a"A-^3"B-^v"G-^.,..

les quantités a, j^, y, ... étant des constantes convenablement

choisies. Cela posé, à une substitution qui change f en elle-

même on pourra toujours faire correspondre une telle repré-

sentation de f par la forme

A2-^B2-^G2-f-...,

que l'expression

A5V-^BJ3^GC^...

ne contienne aucun des rectangles AB, AC, ....

Pour donner une application de ce théorème, nous allons consi-

dérer le cas des formules quadratiques ternaires

/= A2 + B2+C2.
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Alors des constantes a,
Jj,

-\ . . ., devant rire telles que

5^î _i_ J32 _t. £2 := A2 -i- B2 -+- C^,

auront, d'après M. Gajlej, les valeurs suivantes :

Aa = I -H À- — [J.- —/2, Aa' = 2( X[jl—/ ),
ka!' = iCK'i -h u),

/:p = '^.([xX-i-v), A-;i'= I
— X2-^ [jl2_v2, /cp'' = 2C|xv — Xj,

Ay = 2(vX — |jl) k'{ =-i{^i[x-^1), A-y" = I
— X2 — .aî-^v2,

OU
A = I -t- X2-+- u2-t-v2.

et, à toute substitution S qui change f en elle-même, on pourra

toujours faire correspondre un système de fonctions linéaires A,

B, (^, jouissant de la propriété qu'en devenant respectivement 51,

Î5, C lorsqu'on elFectue la substitution S, on aura les relations

a'-^ ^ = o, o, P"-i-Y' = o.

De là se tire la conclusion (jue deux des quantités À, |j., v sont

nulles. On peut donc faire, par exem[)le,

ou bien

5^2 = A2,

132^ £2 = B2^- G2,

5v = riz A,

B = Bcose + Csine,

et = — B sin6-}-Gcos(

De là ces théorèmes :

11. Soit
X = px-^p'y-^ p"z,

Y =qx-\-q'y^q"z,

Z = /-or -f- r'y -f- /•"
;;

une substitution qui change en elle-même une forme ternaire

quelconque ; lune des racines 'K de réquation

A =
l>
— /, p

q r/'— X

sera égale à ±: i , c/ les deu.r autres scro/it réci/iroques.
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III. // r.cistc iiiii' in/iiiilr de formes ternaires diIférenles

de f (lue 1(1 sithstitdtlnn ci-dessus change en eAles-mCunes, ces

formes seront toutes données par l^expression.

k et l étant des constantes arbitraires. Cependant le cas des

racines égales dans Vé(/uation A = o doit être traité à pari et

exige une discussion spéciale que nous laisserons faire au

lecteur.



SUR LA THÉORIE

DKS

FONCTIOINS HOMOGÈNES A DEUX INDÉTERMIA'ÉES,

{Cambridge and Dublin Matlienialical Journal; mai )854-)

PREMIERE PARTIE.

Mes premières reclierclies sur la lliéorie des formes à deux indé-

terminées ont eu pour objet la démonstration de celle proposition

arithmétique élémentaire, que les formes à coefficients entiers et

en nombre infini, qui ont les mêmes invariants, ne donnent

quhin nombre essentiellement limité de classes distinctes.

Une nolion générale sur les invariants s'esl olTerle dans ces re-

cherches, amenée par une considération purement arithméticpie.

la réduction des sim])les formes quadratiques définies, et l'appli-

calion très facile (pu- j'ai j)u faire |)our les formes cubiques el

biquadraliques, m"a donné leurs iuxariauls obtenus déjà par

M. Caylej, en suivant une tout autre voie. Mais, à partir du cin-

quième degré, l'application de celte méthode devenait si pénible

que j'ai dû renoncer à l'espoir d'en lirer c.rplicitcmcnt les expres-

sions de leurs invariants, et. à plus forte raison, celle dt^s iu\aiiaiil>

des formes des degrés |)lus élevés. Ramené dernièrement à ces

questions, j'ai él(' conduit à les envisager sous un point de vue

nouveau, et jai |>u enfin aborder les formes du cinquième degré.

(pu 11 avaieiil pu èlic traitées par ma piHMUière méthode. Les cir-

constances singulières (pie j ai reucoulrées dans cette recherche

me semblent ajouter encore à liulérèl de la graiule théorie (pie

MM. Cajlev el S\lvesler ont (h'jà enrichie de tant de décomciies.
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M;iis j'iii eu siirloiil en viir l;i tlu'-orit! ;ii-illiinc'li(|iic, dont j';ii ;iinsi

Irouvc; les vc'ril:il»l('s rli-mciils, comnic l'on \rrrn pitr la Miilr «If

mos rocliorclws : drs à nii'scnl . m'annioins. on |)()Uirii rccoiiiiaît l'c

<|nc la lli('oric des Idi-iiics Innaiio. dan> loulc sa géïK-ralili-, <'SL

('•Iroilonicnl lice à la composil ion des classes q(iadrali(jues^ ré-

sultai sini;ulier cl. (pii oiiviiiM de nonvfdlcs porsiieclivr-s dans l'é-

lude des |»i-(»])i-i(''lés les |)liis (M(di('cs des iioinhro. La loi di' l'éci-

procllédonl M. Sjlvcslt'i- a bien voulu déjà aiuion(;<n- la découvcrlc

étanl le |)oinl de dépari de mon analyse, je dirai d'abord en peu de

mois en quoi elle consisle.

SECTION I.

Loi de réciprocité.

Elle est conlenue dans le théorème :

A tout covariant d'une forme de degré m, et qui par rap-

port aux coefficients de cette forme est du degré p^ correspond

un covariant du degré m par rapport aux coefficients d' une

forme du degré p.

Soient

f{x,y) = a{x-^ aj') {x -\- a.'y). . .{x ^ a''"-"_^K) = «.norme (a? -{- ajK),

une forme du degré m décomj)Osée en facteurs linéaires, et 'o{x, y')

un covariant de cette forme du degx^é p quant aux coefficients, el

d'un degré quelconque en x el y.

Si nous faisons

F = aP. norme (X -+- a Y -l- a- Z -!-...-;- a/' T),

les coefficients de F seront des fonctions entières de degré p des

coefficients dey", et Ton démontrera facilement ces deux lemmcs :

1° Toute fonction entière et du degré p des coefficients def
s'exprime linéairement par ceux de la forme F.

2° Les coefficients de F ne sauraient être liés par aucune

relation du premier degré dont les coefficients seraient mimé-
tiques, c'est-à-dire indépendants des coefficients de f. D'où
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résulte quuiic JoncLioii du degré p de ces coefficients n est ab-

solument susceptible que d'une seule expression linéaire par
ceux de F.

Cela ('Lanl, voici comiiK'iil du coNinianl 'i(.r, r) fjiii se rapporte

à la forme y^ du degré /?i, se (h'diiiL un covarianl se rapportant à

une forme du degré p.

Soit

/ ( X, y ) = n.r'" -f- tnhx'"- 'j' -\ cx'"--y- -h . . .

,

de sorte que les conslanlcs a, b, c, ... soient ce que nous avons

appelé les coefficients de f; nous leur donnerons une désignation

plus expressive, en les représentant de cette manière

«=«), ^ = (n"-'ro), c = {x'^-\vl), ...;

ainsi l'expression àej\x^y) deviendra, par la suppression des

parenthèses, la puissance

(TXQ-hyyQ)"K

Faisons de même

F = a/'.nnrme(X-f- aY-f-a^Z -<-...+ a/'T) = (XX,, — Y Vo -^. . .-+- TTo)'",

en convenant, après le développement de la puissance, d'écrire,

par exemple,

(X-)X"', (X-->Yo)X"-iY, ...,

respectivement, au lieu de

ce qui sera une désignation ((unniode des coefficients de F. Cela

posé, d'a|)rès le jtreniu'r des leuimes ci-dessus, on pourra, et d'une

manière seulement, exprimer linéairement les coefficients du co-

variant cp(.r, y) par les quantités

(Xi"), (X;"-'Yo\ ...;

<ir il se |>résenl(> celte conséquence remaiMpiaMc "

Ayant cxprinié 'o^x, y) /x/r /es (/ud/iti/rs

X-), <X- -Y,,). ...
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concevons que V on supprime les j)arenlhèses, on arrivera pat-

là à une fonction du m^''"'" degré par rapport aux quantités

-\o, ' (I, '-O) • • • 1 1 0-

Or cette fonction sera un covariant de la forme suivante, de

degré p

KicM (railleurs ne viciil ici changer le degré des indélcrininées

X ely dans celte métamorphose que subit la fonction o{x, y) ;
ainsi

ce sont des covarianls de même degré par rapport aux indéter-

minées qui se trouvent liés l\in à l'autre par la loi de réciprocité.

Mais il y a une seconde manière de passer ainsi d'un covariant se

rapportant à une forme d'un certain degré, à un covarianl s*- raj)-

portant à une forme d'un autre degré. J/analjse précédente con-

duit en elTel, et très aisément, à ce second théorème :

Etant donné un covariant quelconque du m'''"^^ degré par

rapport aux coefficients de la forme

si l'on transforme en symboles, dans l'expression de ce cova-

riant, les quantités
-^0 î '^U ' LM • • • 1

en les remplaçant respectivement par

(X-), (X--iYo), ...

coefficients de la forme F, ce covariant se transformera en un

autre se rapportant à la forme f{x^y)^ et du degré p relative-

ment aux coefficients de cette forme.

SECTION II.

Conséquences de la loi de réciprocité.

Nous considérons en premier lieu les invariants, qui sont un cas

particulier des covariants, lorsqu'on suppose leur degré nul par

rapport aux indéterminées x et j'. La connaissance complète que
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nous avons des invariants des formes du second, Iroisième et qua-

trième degré, nous donnera alors immédiatement, pour des formes

de degré quelconque, les invariants qui sont du second, troisième

et quatrième degré ])ar rapport aux coefficients de ces formes.

Ainsi, les formes quadratiques

y= ax"- -T- ibxy -\- cy''- ^= ai x ^ -xy ) { x -r ^'y )

ont pour expression générale de leurs in\arianls la fonction de

degré 2 a,

\ = (fj'- — ac)V- = -^ {y. — X j"!J-,

donc, toutes les formes de degré 2 a possèdent un invariant qua-

dratique, que nous allons calculer. Soit pour cela

F = a2!J-(X-F- aX'-f-a^X"— . . .-^ a^fAX'^!^')

X (X -+- a X' -4- a'2 X"— . . . -T- a'-'!* X' 2iA'
) ;

en représentant symbolicjuemenl celle forme, suivant notre con-

\enlion. par
F = (xXo+ x'x; -. . .+ x'^i^ x^fA')2,

on trouvera bien aisément

(X^o'^') = «^a^'a'', 2(X{,''XS,^'') = a-!J-(a'aV-i- xJ'xi).

!N[aintenanL il viendra |)ar le développement de la puissance

2-iJ-A = a2!J-(a — -j! f'^ = r/^H-fi a'^i^ -f- a'^u-j— ai ( a^l^-i a'-f- a'-t^-" a )

-f- U2(a-!-'-- a- -:- a'-t"--- a-) — ... ],

en rap])rochant les termes éqiiidislants des extrêmes, et nommant,

pour abréger, u.,, 'jio, ... les coefficients binomiaux. Cela fait, on

|Hui immédiatement introduire les coefficients de F, et il viendra

cî^f^A = ^rXoX;^!^') - 2|JL,(x; x,^!^-'') - 2:jt,( \;; x^!A-M -. . .

.

\v. (Il rnicr icrme qui seul ne contient pas en évidence le facteur 2

étant

(-i)!A|jLj,(Xf X;!A>).

Or tel est l'inv-irianl quadraliipie de la forme

Xo.r2iA -f- .a, X'o x'-^-^y -^ .a.X^ .r^l^-î >î h- . . . ^ X'^*!^^*!^,
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«loiil M. Cayloy Ir |)i<'mi«'i' a (;iil l;i (It'coiix cilc. f^cs luniirs (-iihinues

J = ax'^ -+- 3 bx'-y -i- 3 cxy- -)- dy^,

oui |)oiii- I II \ a lia Mis l;i li me In mi de do^ré \ u,

A = ( (f-(/- — ']0'-c'-— Çtabcd -H 1 liUl — 4 «c'*)!*,

<l()iic, toutes les fonctions du degré ,\\x, et celles-là seules, |)os-

sèdeiil un in\arianldu Iruisième degré. Le ihéorème coinluiiail
,

si Von ne le coniiaissail pas déjà, à l'invariant euhicjue des lormcs

biquadralicpies

f = ax'* -I- 4 bx^y -r- Ci ex-y- + 4 dry^ -{- ey'*.

Nous avons d'ailleurs l'invariant (juadrali([uc

A = «e — 4 bd -f- 3 c'-,

et, si nous posons

A' = ace -\- 'ibed — ad- — c^ — b- e,

les invariants des formes bi(|uadrali(jues s'exprimeront par des

sommes de termes de la forme

A'" A'".

OÙ 1711+ "in a la même valeur ({ui est le degré de l'invariant,

co-mme l'a démontré M. Sjlvester. Donc, toutes les formes de

degré [jl = 2 /n -f- 3 /i possèdent des invariants du quatrième degré

distincts en nombre égal à celui des solutions entières et positives de

celte équation ^=^ iin -\- ?>n. C'est là encore un des beaux résultats

obtenus par M. Cajlej dans son Mémoire sur les hjj)erdétermi-

nanls. Mais les conséquences de la loi de réciprocité, dont j'aurai

besoin principalement dans la suite, se rapportant aux covariants,

j'y arrive immédiatement en omettant beaucoup de remarques

auxquelles les résultats précédents donneraient lieu.

Considérant d'abord les formes quadratiques

/ = ax^ -t- -2 bxy -i- ey^-,

nous avons cette expression générale de leurs covariants, savoir :

fl> = •ï''--V-ib- — ac)H-(a.r2 -i- ibxy -+- cy'^y*

= a-lJ-+''(a — %'y-V-{x ^ OLyYix + a.'yy.
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de degré 2 ui + v par rapport aux coefficients de f. Donc, faisant

•2 a -H V = m

,

nous aurons autant de covariants du second degré par rapport aux

formes de degré m qu'il y a de solutions entières et positives de

cette équation. D'ailleurs, le nombre 2v représente le degré de

chacun de ces co\ariants en x et y. Dans le cas où m est impair,

et dans ce cas seulement, on peut faire v = i ; on est alors conduit

à un covariantdu second degré en a; et j-, dont nous allons donner

l'expression générale à cause de son importance. A cet effet, posons

/n = 2 [JH- I , ^ — A X- ^ B xy -^ Cy-

,

tie sorte que

A = rt2|A-+-i(x _ a')2!J-, B := a^-\>-+i((x — a')2[x(a -f-a'j,

C = rt2îA+i(a — a'j2|J.aa';

il s'agira d'exprimer ces diverses quantités iiu moyen des coeffi-

cients de la forme

F = «"«(X-f- aX'4- a2X"-l-...-i- a"'X''"'j(X -+- a'X'-f- a'2X"-r-...— a'"«X'"''),

coefficients dont nous avons précédemment employé les valeurs,

savoir :

2(X'o''X'(/>) = a"'(a'a7 -^ a/ a'')-

Or, on trouve immédialenient A et C par le même calcul qui

nous a donné l'invariant (juadralique des formes de degré pair,

savoir

A = 2(X(,"'-i'Xo) - 2:jL,(Xi,'«-^ix'o) + 2.u,(x;"'-3)Xî) -. . ..

C = 2(X(;«'X;) -2.u,(Xi,'«-"X;')-h2;a,(Xl,"-2'X;)-...;

quant à B, après quelques réductions très faciles, on obtiendra

B = 2(x;,'"'Xo)-2(.a,-t)(X<"'-»x;)4-2(;x,-;.L,)(x;«-2ix;)-...,

le dernier terme étant

2(-.)!^(..a-aa-,)(X'r-"Xr).

pour les formes cuhujuos

/ = aX^ -I- ") àx-J- -r- 3 CX}-- -r- (fj'^

,
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nous avons le coxiiiKiiil (|ii;i(li';il Kiiir

(/y- — (tc)x'- -^ {Oc — cul ) xy + (c2 — bel) y"^,

(liic (lonneraicnl l(?s formules prt'Ci'dcuLcs ; mais, en le mulliplianL

|)ai- une puissance [jl de l'iuvarianl du qualrièmc degré, on oblienl

y\n covarianl du degré 4 [^ + 2 |)ar ra])j)oit aux coerficienls do f\
donc, loules les lormcs de degré .\\x-\-'i ont un covarianl qua-

dratique en X et y, et du troisième degré par rapport à leurs coef-

(icients. Cette conclusion, à laquelle il eût peut-être été difficile

de parvenir par une autre voie, nous révèle ainsi l'existence d'un

eovariant quadratique pour toutes les formes dont le degré n'est

pas un multiple de 4- Ces dernières, comme nous ])Ourrons l'éta-

blir plus tard, j)Ossèdent elles-mêmes un eovariant quadratique

du cinquième degré par rapport à leurs coefficients, les seules

formes biquadratiques exceptées. Les considérations dans les-

quelles nous allons entrer vont montrer la grande importance de

ces covariants quadratiques.

SECTION III.

Des formes canoniques.

Soil f{x,y) une forme pour laquelle on ait reconnu l'existence

d'un eovariant du second degré en x et y.

Posons
A = B2— ',AC;

il existera, comme on sait, une infinité de substitutions, au déter-

minant un, propres à faire disparaître les coefficients des carrés

des indéterminées et à réduire 9 à l'expression suivante

± XY v/a.

Soit

( 37 = aX-^ pY,

lune quelconque de ces substitutions; toutes les autres s'en dé-
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duiront, comme on sait, en la faisant suivre de substitutions de la

forme suivante

(.) X = c.,, Y = -i^,

où to est une quantité arbitraire. Cela posé, nous définirons comme
forme canonique de f{x, y) la transformée qui en résulte par la

subsliliilion (i). Cette forme canonique contiendra essentiellement

dans les coefficients une quantité arbitraire (' )
qu'on mettra en

évidence, si l'on veut, en y faisant la substitution (2).

Mais posons d'abord

/( aX ^ 3 Y, vX -^ Y ) = F( X, Y ,;

nous aurons cette pro|)osition fondamentale :

Toute fonction entière des coefficients deV
^
qui se reproduit

identiquement dans la transformée obtenue par la substitu-

tion (2), est une fonction rationnelle des coefficients de la pro-

posée f[x^y)^ le dénominateur de cette fonction étant une

puissance de A, et le numérateur un invariant de f. En second

lieu, toute fonction qui se reproduit au signe près redonne, si

on la multiplie par y A, la même expression que les précé-

dentes.

Voici donc le principe d une nouvelle méthode pour la recherche

des invariants, puisque tout invariant de la forme y(.r,^) s'exprime

par une fonction semblable des coefficients de la transformée F.

(pii possédera évidemment la propriété mentionnée dans notre

|)ro|)()silion. Nous allons en faire l'application aux formes du cin-

( pur me degré.

(') On aurait un second faisceau pour les formes canoniques en faisant dan»

une forme canonique particulière la substitution

X = (oH. Y = - T,.

1:. P.
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SECTION IV.

Recherche des invariants des formes du cinquième degré.

Nous représenlerons la forme proposée |)ar

/( T, y) = ax^ -h 5 bx'>j + i

o

cx^y^ -h i

o

c'x^y^ -+- 5 b' xy'* -+- a'y''
;

le co varia ni ([uadralique par

cp = (rtft'_4^c'-f-3c2).r2_|_ (^aa'— 'ibb'-\- icc')xy+ (a b — /fb'c -h Sc"^)/^,

el enfin la Iranslormée canonique par

-F= AXS-f- 5BX*Y-i-ioGX3Y2-MoG'X2Y3 + 5B'XY''-)- A'Ys.

Cela |)osé, puisque le covarianl quadralique de F se réduit par

hypothèse à l'expression XY y/A, nous aurons, entre les coeffi-

cients de F, les relations suivantes :

AB'— 4BC'-f-3C2 = o, AA'— 315l5V-2GG'==/\, A'B — 4 B'G -f- 3G'2 = o,

el c'est sous ces conditions qu'il nous faut obtenir l'expression la

plus générale d'une fonction entière des coefficients de F, qui ne

change pas en y faisant la substitution

X^tor, Y= — -f.
w

Une analyse plus longue que difficile, et que je n'ai pas encore

assez simplifiée pour l'exposer ici, m'a donné les propositions sui-

vantes :

1
" Toute fonction entière des coefficient^ A, B, C, .... (fui ne

change pas quand on transforme F par la substitution

X=COA, Y=— -ï,

est nécessairement de degré pair.

2° Désignant par |j^ ce degré, si Con a

[jt. ^ o (mod 4)j

H. - I. 20
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l'expression la plus générale cVune telle fonction sera

I =0(AA', BB', CG'j,

() étant homogène et de degré t,\x..

3" Si Von a
[ji ^ 2 (mod .j),

Vexpression la jilus générale sera

I = (AGB'2 — A'C'B2)e,(AA', BB', CC),

0, étant une Jonction homogène de degré \, ;j.
— i.

De celte dernière proposition découle immédialemcnt l'existence

d'invariants de degré impairement pair, pour les formes du cin-

quième degré; en effet, si nous considérons l'expression

ACB'2 — A'C'B2,

([ui change de signe par la subslilulion

X = lor,, Y = ;,
to

il résulte du théorème ('-talili dans la section III que, en la mul-

tipliant par ^A, le produit sera nécessairement de la forme -r^.>

I étant un invariant dey"(,r,j)/-) ; on a donc

I = A/'v/Â(AGB'2 — A'G'B2) = (AA'— 3BB'+ 2CG')2/-+i(AGB'î — A'G'B^),

ce qui est une fonction de degré impairement pair, quel que soil

l'entier A", par rapj)Orl aux coefficienls de F, et par suite par rap-

port à ceux de /, comme on la reconnaît avec une légère attention.

Mais il nous faut encore approfondir la nature Ac (•(>> (piatre (pian-

tités

AA', BB', GG', AGB'2 — A'G'Bî,

qui viennent s'offrir comme éléments simples dans l'expression

générale des invariants des formes du cinquième degré. C est l'ob-

jet des considérations (pii vont suivre.
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SKCTIOX V.

Des covariants similaires.

Ki'\ ('liant an cas m''n(''ial di's lormcs de <l(';;rc <ni(lc(ni(|iicyY^, j )

c|iii oui un ('(ivai'iani (|n.i(li'al i(|U('. soil. coininr plus liaiil,

F — A\'" -i- m I5\"'-' V -H. . .-)- m IJ'X Y'"-' + A' Y'",

la lran>r<)|-in(''(' à lat|n(ll(' nonsaxons doiiiK' le nom de forme ca-

/lOfiit/ue. Par tl<;linilion même, le covarianl (inadralicjnc de F sera

Min|dement X\ y/A ; cela posé, nous réunirons par la d(''nomina-

lit)n commnnc de co\arianls similaires dey ceux qui |oni>>cnl de

celle |)ro|iriélé, qu'en y faisant la substilntion |)ar laquelle/' de-

vient F, leurs coefficients reproduisent toujours, à un facteur nu-

mérique près, les quantités A, B, . . ., B', A', multi|)liées par une

puissance de y/A. Celle (hMinilion dépend essenlielh-mcnl du co-

varianl quadrati([ue en .r etj^, qu'on prend pour base de la réduc-

tion à la forme canonique, de sorte qu'on jiarviendra à un groupe

différent de eovarianis similaires en employant, pour la réduction

à la forme canonique, un covariant quadratique en a; et y, mais

d'un autre degré par rapport aux coefficients. Pour fixer les idées,

nous ne considérerons que les groupes se rapportant aux covariants

quadratiques dont nous avons en commençant établi l'existence

par la loi de réciprocité, et nous en donnerons une première série,

en nous fondant sur ce théorème :

Soient o{x,y) et '\>{-'i^,y) deux covariants quelconques de
J'.

le degré du second étant supposé non-inférieur à celui du pre-

mier, en faisant

cp(jK, — x) = ot.xi> -h p '^xi'-^y -^. . .^ p'^' xyi'-^ -î- a'j'/',

la forme

'^-^''d^'^P^ d.rP-i dy'^---^P^ dx dyi'-^ ^ "^ dp>

sera encore un covariant def(').

(' ) Eq supposant cf = 'ii = f, y s'évanouil identiquement si le degré de f est

impair, et reproduit, si le degré est pan-, l'invariant quadratique de M. Cayley,

que nous trouvons ainsi par une voie nouvelle et très simple.
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Pour appliquer ce llicorème, nous prendrons -^ =y, et nous

supposerons o une puissance du covariant quadratique, il viendra

alors celte série

dx dy dx- dy- dx^ dy^

qui aboutit à un invariant, si le degré de F est pair, et à un cova-

riant linéaire si ce degré est impair. Ce covariant linéaire s'éva-

nouit identiquement dans le cas des formes cubiques, car on a

alors

F = AX3 + A'Y3;

mais, ce cas excepté, il existe bien eflectivemenl. Prenons poui

exemple les formes du cinquième degré, le covariant sera alors

A(CX-^G'Y),

cl, en supposant C = o, C' = o, on ne satisfait plus aux deux re-

lations

AB'— ', BC -^ ^ C^ = o, A' B - i B' C + 3 C'2 = o,

([ui seules existent entre les coefficients de F. J'insiste sur ce poini

on raison de la grande importance des covariants linéaires pour la

ihéorie arithmétique des formes de degrés impairs, dans laquelle,

comme j'essayerai de le faire voir, ils jouent un rôle ca|)ilal. Mais.

ius(ju'à jirésenl, nous n'avons obtenu qu'un petit nombre de cova-

riauts similaires; par le lemme suivant nous verrons qu'il en existe

une infinité.

Nommons comme précédemment o[x,y) et ^{x,y) deux

covaricints cjuelconciucs de la forme proposée f; les coefficients

du polynôme liomogène suivant en l et \

o(\}x — \~^ U K -+- V -7-
' \ dy ~ dx J

seront de nouveau des covariants de /'.

JNous ferons usage de ce liMume en su|q)osaul -o lun cpieleoncpie

des covariants similaires précédemment obtenus, el prenant pour -J/

le covariant quadratique. Désignant alors par <I>(X,\) la trans-

formée de 'O par la subslilnliDii caïKiiinnic. ci'llc thi CdX.inaiil ipi ,i
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(lrali(|U(' •]> ('•t.iril d.ias le inèiiH; cas W \''A, «m \(>ii (jue les coclli-

cienls des lerincs en U et V, dans la foi im-

cl, [.\(u_ Vy/Â), Y(U4-Vv/Â)],

scroiU eiroctivenioiil , d ii|»rès notre (If'liiiilion, des covarianls simi-

laires. .Maiiil('ii;iiil ciiaciiii d'eux, par Ta ppli cation répétée du même
principe et de celui ([ui est fondé sur la difîérentialion, donnera
('•\ idemnient naissance à une infinité d'autres, tous compris dans la

même forme analytique simple, que nous allons indiquer d'une

manière plus précise. Soit, pour ahréger Fécritupe, d'après la no-

tation ingénieuse (h- M. Ca_)"ley,

F=.(A, B, C,..., G', B', A')(X, Y)'",

de sorte que la première parenthèse renferme dans leur ordre les

coefficients de la forme; donc les covariants similaires du même
degré que F, et qui résultent des méthodes précédentes, seront de

la forme

<I. = v/I^^f^(aA, 8B, yG, ..., —-{G', — 3B', — a A') (X, Y)'".

ou de la suivante

*, =A/M(aA, 3B, yC .... yG', ^B', aA')(X, Y)"S

les quantités a, j3, "', . . . étant des constantes numériques. Les

autres de degrés m — a, m — \. ... sont de la forme

Cette remarquable simplicité d'expression que prennent par la

substitution canonique une multitude de covariants de la forme y.

<[u'il eut été impossible d'obtenir jamais en fonction explicite des

coefficients de cette forme, justifie, ce me semble, l'idée nouvelle

<les formes canoniques que j'introduis ici.
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SJ':CTION \ I.

Recherches ultérieures sur les invariants des formes

du cinquième degré.

Noire point de départ sera ee ihéorème au(|iiel conduisenl im-

médiatement les considéi'alions précédentes : soient o et o, les

v'ovarianls de /", cpii (l<'\iennenl respectivement par la sulj>liliilioi)

canonique les expressions désignées ci-dessus par fl> et <I>, ; ces co-

variants étant du même degré, on obtiendra un invariant en met-

tant, dans 'oiv-,-— -v)^ , . ,

'

. au lieu de x^y"'~'. dapri-s un tht'-o-
'

' ^-^ '
' dx^ dy"^-' - '

rème énoncé plus haut.

De là se lire une méthode très simple, dont noii> .dioiis lairr

l'applicalion aux formes du cincpiième degré pour exprimer les

(pianlités AA', BB', GC, ... au mojen des coeflicienls de la form<'

|)roposée. Posons

f = (a, b, c, c', h\ a ) (x, jj^)* ;

le covariant quadralicjue, dans le même svstème de uoliilioii. sera

ç) = (ah'— \bc'-- 3c', ad— ibb'-^ •>.cc', a b — \b' c -\- 3c'-) (.r^. .r)-, y-).

Cl, en faisant

•^(^^'-^'^' Ur + v g) = (/./,. .A./...A,A)(U.Vr.

les diverses formes y, y'i . /'o, ... seront un groupe dt^ covarumls

similaires, que nous allons emj)lojer à la composition de trois in-

variants !(,. I|, L. à savoir :

I,, en oii)|>I(ivnnt /'avec /"|.

1-2 ifl. /..

(iCS invarianls seront respeelixcnK iil (!(> drgi-t's j. S. i», car il r-l

ais('' de Noir (jue les eovariants /, . /a, /., sont des degrés .>. ~ et i i .

delà posé, nommons F,. F;,. F;; leurs transformées respecli\e» p;:i"
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la siihsliliil 11(11 caiKUiKiiic, un aura Irrs laciIcmciiL COS cxpi'cssioiis

F =-(A, n, C, C, ir, A')(X, \ )',

-F. = (A, lu, le, -le, -|B', ^A'KX,Yrv/Â,

-F3 = (A, -^H, -iC, {C, l\r,-\')(\,\rs/^,

— Fs = (A, -H, C, - C, B', -A')(X, Y)5y/II,

d'où Ton (It'diiira

1 lo = 2 V' A ( AA' — i BB' -h 2 ce ) ^ >. A,

(Il I, = i/Â» ( AA' -t- B B'— .>. ce ),

! I, = .i/Â^CAA'-f- 5BB'-+- loCC).

\ oici donc un moyen d'olilcnir explicitemenl. par les coeffi-

cienls de f, les trois quanlilés AA', BB', CC, car le déterminant

relatif" aux équations précédentes est di lièrent de zéro et égal à :>.".

Mais les expressions génér.iles données (Section IV) contiennent

en outre la quantité ACB'- — A'G'B-, que nous obtiendrons de la

manière suivante :

Considérons les covariants similaires ajanl pour transformées

canoniques
/- d^F d*F
V^ -IV-F7 et Ad\dY dX-^d\-i

en formant le cube du dernier on parviendra aux deux formes

v/Â(B, G, C, B')(X, Yys

et

^HCJ, CJC, CG'2, C'3)(X, Y)5,

d'où Ton lire toujours, par le même principe, l invariant du dix-

huitième degré que nous nommerons 1,

I = 3aV^(BC'3— B'G»).

Mais, par les relations fondamentales

AB'— 4BG'-t- 3G2 = o, A'B - 4B'C + 3G'2 = o,

on obtient facilement

3(BG'^-B'G3) = AGB'2— Â'G'B^,
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d'où enfin

A.CB'2— A'G'B2 = '

Aïy/^

' Voici donc, d'aprè« les formules de la Section I\ , la conclusion

de noire ihéorie pour les formes du cinquième degré :

1
" Uexpression la plus générale des invariants de cesformes

dont le degré [j. ^ o (mod 4) 6st

rA/I, Ji-_, -k=)

F étant une fonction homogène du degré ^'j--

2** L'expression la plus générale des invariants dont le degré

u. ^2 (mod 4) est

A» v/Â \ -Ay/^ -^V-^/'

F, étant une Jonction Jiomogène de degré r,\i- — 2.

Ainsi un invariant ([uelconque, ou au moins son produit par

une puissance de A, est une fonction rationnelle et entière des

invariants fondamentaux A, I,, I2, I des degrés 4, 8, 12 et 18. Car

les fonctions F et F, étant homogènes, on peut écrire

1= -1-F(A3, AI,, 1-2) et I'=-p-î F,(A\ AI,, I2).

Nous vojons par là se révéler un caractère essentiel des lormes

de degré supérieur au quatrième, et qui consiste en ce que les in-

variants ne peuvent en général s'exprimer en fonction rationnelle

d'un certain nombre d'entre eux supposés algébriquement indé-

|)endants. M. Caylej, M. Sylvcster et moi avions longlemps pensé

(ju'en général les invariants des formes de //i'""" degré devaient

s'exprimer par des fonctions entières de m — 2 d'entre eux, el

c'est même ce qui a empêché M. Sylvester de chercher à démon-

trer la loi de réciprocité dont il avait aussi présumé l'existence,

une contradiction nécessaire s'élaut manifestée entre cette loi et

celle du nombre des invariants fondamentaux. Peut-être cepen-

dant, s'il m'est permis d'émettre une conjecture sur un sujet si
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pour les formes d\\n clcj^rc donné, un jjelil nombre de grou{K'>

d'invariants fondamcnlaux, tjpes d'autant de séries générales donl

l'ensemble comprendrait tous les invariants possibles. C'est ainsi,

par exciiipic, (\ur I iii\ ;iii;iiil (hi (bx-biiilirinc (b-f^ré que nous ve-

nons d'obtenir |)our b's formes du eincpiième degré s oflre comme
le type de tous les invariants de degré impairement pair de ces

formes. Sur ce sujet nous allons encore présenter quelques obser-

\ allons.

SECTION VII.

Recherche particulière sur l'invariant 1 du dix-huitième degré.

Je me propose de faire voir que le carré de I est, non seulement

une fonction rationnelle, mais même une fonction entière des

trois invariants nommés A, i, et L. Soit, à cet effet,

I, — 2F|A-f- aA» = 3iJ:, et I, — >.
A'- = 8 Jo,

j'adopterai pour invariants fondamentaux Jo et J3 au lieu de 1,

et Ij, pour la commodité des calculs; et les équations (I) de la Sec-

lion \ I donneront ces expressions très simples

ce = A , BB' = h±Jl^, AA' = J_iI^J^_JLl'

.

/a* v^-^' \/-^'

Cela posé, nous partirons de la relation suivante :

i6(ACB'2 — A'C'B^ )-2 ^ (AABB — iG BB' CC— 96^ C'^ )2 — 24- BB'C^ G'»,

qu'on trouvera identique, en vertu des équations fondamentales

qu'on a entre les coefficients de la forme canonique, savoir :

AB'— 4BG'-i-3G^ = o, A'B — 4B'G-h 3G'2 = o.

On peut effectivement d'abord l'écrire ainsi

•242BB'G3G'3 = (AA'BB — lôBB'GC'- gG^ G'-2j2 - i6(AGB'2 — A' G'B^)-',

ou, en décomposant en produit la différence des carrés,

242BB'G3G'3 = [AA'BB'— iGBB'GG'— 9G-^G'2 + 4(AGB'^— A'C'B2)]

X [AA'BB'— iGBB'GG'-gG-^G^- 4(ÂCB ^ — A'G'B^)].
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Maintenant les écjuiitions

3G2 = .IBC— Air, -JC'^ ^ 4B'C_A'I}.

donneront, si on les iimll i|)lic iiicnihre à inembri-,

9C2C'2= iGBI}'CG'-+- AA'151', — /i( VCl;'2 — A'C'F52,.

et, en sul)>liliiant cctlc valeur de C-(^'- dans cliaeun des facteurs,

on verra le premier devenir

8 ACB'2 — 32 BB'ce = 8 B' C ( A B'— 4 BC ) = — 'i\ B' C»,

et le second se r<''(liiiri' d une manière semblable à

8 A'C B2 _ 3.>. BB'CC r-. ,s ]',('/( Y B — \ B'C) == — ii BC'.

d'où suit lideiililc annonec'e. |j'<!X[)ression du carré de

ACB'i— V'C'B^

étant alors ramenée à ne plus dépendre que des quantités

\\\ B.ir, ce.

on trouvera, par la suljslitulKju ties valeurs de ces quantités, une

fonction des invariants A, J^, J3, et, en chassant le dénominateur,

iGAio(ACB'2- A'C'B2)2

= (— 24J5 — iv.Ji.riA-;- 3J|A--h J.iA^ -^ J,A')-^ — ->. |U|Ji .I3 — J.,A I.

Or il arrive que le second membre contient en facteur A', de soilc

(pi'en suppnmaiil ce facteur d \iciidra

i6A"(ACB'2_ A'C'B2)2 = \6\i

= — 24J;,(.>.JJ -h 3J'« )-H 3AJ.,(3J| — .>-4J5 )— 18A2J.IJ3

-4- A»(J^ -1-6J»)-!- oJ.JjAi — .UA\

ce (pu est une fonction entière des trois invariants iondameulaiix

A, Joet J^f'V

(' ) Dans les Sections VI et VII nous avons fait quelques changements en em-

ployant de suite les notations dont M. Hei-mile se sert dans la suite du .Mémoire,

lin outre, la revision complète des calculs faite par ÎM. Slouff nous a conduit à

iii(iiliii(M' certains coefficients numériques. l'.. V.
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Depuis que la |)roniirro Pailir fie ces recheiehes a élé Icrminée,

encouragé par la manière si bienveillanle dont elles ont élé ac-

cueillies par mon ami M. Sjlvester, j'ai repris avec une nouvelle

ardeur l'élude algél)ri(pie des formes du cinquième degré, et je

vais y consacrer cette seconde Partie de mon travail en réservant

en dernier lieu les considérations arithmétiques ([uc jai annoncées

dans rinlroduclion. C'est sur une notion analytiqiK- iioiincIIc. (elle

des formes-types, qui sera tout à l'heure exposée en détail, (pie se

fondent les résultats nouveaux que j'ai obtenus. Cette notion est

essentiellement propre aux formes de degrés inq^airs, avec la seule

exception des formes cubiques (pii y échappent comme un cas sin-

gulier. Pour les formes de degrés pairs il existe quelque chose

d'analogue, mais qui, jusqu'à présent, ne s'est présenté à moi que

d'une manière plus compliquée. Aussi en parlerai-je seulement

j)0ur remarquer que les formes biquadratiques font alors excep-

tion, de sorte que les formes des premiers quatre degrés, pour des

raisons diverses, doivent être considérées comme présentant des

cas singuliers dans les théories générales qui ont pour objet les

fonctions homogènes à deux indéterminées. C'est donc, au seul

point de vue algébrique, un champ plus vaste et plus fécond de

recherches, qui s'ouvre à partir des formes du cinquième degré,

où l'on voit apparaître le rôle curieux d'éléments analytiques, qui

n'existent pas pour les formes de degrés inférieurs. D'ailleurs c est

dans les méthodes simples et faciles qui se présentent dans cette

('tude qu'est l'avenir de la science algébricjue, car elle seule peut

donner les éléments qui distinguent et caractérisent les divers

modes d'existence des racines des équations générales de tous les

degrés. J'espère que cette dernière considération recevra sa sanc-

tion de ce que nous allons développer en particulier sur les formes

du cinquième degi'é.
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SECTION I.

Des formes-types.

La notion dos formes-tjpes repose sur lexislence des covarianls

linéaires, dont il a été déjà fait mention précédemmenl. et qu'on

obtient de la inani«''re suivante :

Soit, en employant la notation de M. Caylej,

fr={a,b,c, ..., c', b\ a'){a;yy",

une forme de degré impair,

e = \ah'~(m—i)bc''i-...,

aa — {m — i)bb'^ . . . , bn' — ( //* — i ) b' c -i-. . . ] (x-, xy, y- i,

le covarianl quadi'atique dey, et A l'invariant de 0. Nommons S la

substitution au déterminant un et aux variables X, \, qui trans-

forme en \/A.XY; cette même substitution, faite dans la pro-

posée /, donnera ce que nous avons nommé la Iransformée

canonique
F=(\, B, C, ...,C', B', A')(X,Yr.

Ainsi le caractère essentiel de la forme canonique F est que le

covarianl 0, analogue à 0, se réduise à y/AXY; les coefficients A,

B, ... sont donc liés par les relations

(i) AB' — (m— i)BG'+...=:o, A' B — (m — i) B'C -+-. . . = o.

Ceci rappelé, voici comment s'obtient un covariant linéaire /.

de la forme y. Elevons à la puissance de \{ni — i), ce qui don-

nera un covariant du degré ni — i cnxeiy, puis mettons •>' el

— X an lien de j; el y] cela fait, eu remplaçant un terme (piel-

conque x^r?, i)ar -, r^j on obtiendra, comme on sait, encore
' ,/ ' I dx^dy? '

un covarianl de /, et ce covarianl sera bien du premier degré.

Mais il est essentiel d'établir qu'il ne s'évanouit pas identique-

ment. Soil, à cetellel.A la liansfornit'e tic A. parla substitution S ;

on aura

, -ï^l/M — Il j 1 ://t—

1

dx* dy^
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supposant donc
^

=GXh-G'V,
' '"' — •• I ^^im — 1)

dx"^ dy-

A ne pourra s'évanouir identiquement qu'autant qu'où aura

G=o, G' = o, mais ces relations ne vérifient pas les équa-

tions (i), sauf le cas des formes cubiques. Dans ce cas, en effet,

ajant
F = (A,B, B', A')(X,Y^',

A sera

G v/a(BX-h B'Y),

mais les relations (0

AB'_ B2 = o, A'B— B'2=o

exigeront que B= o, B'=o. On en déduit effectivement

AA'BB'= BMVî.
(Toîi

BB'(AA'— BB') = o.

Si donc le produit BB' n'est pas supposé nul, il faut qu'on ail

KÀl — BB'i=o, ce qui conduit à la conséquence absurde que

l'invariant

( AA'— BB' )2 — 4 ( A B'— B2
) ( A' B — B'2

)

lie la forme cubique est égal à zéro. Les covariants linéaires n'onl.

donc d'existence effective qu'à partir des formes du cinquième

degré

f =: (a, b, c, c , b' , a') (x, y)-^,

mais pour ces formes il y en aura un nombre infini, dont les degrés,

par rapport aux coefficients a, b, c, . . ., seront la série des nombres

impairs, 5, 7, 9, ....

Le covariant du cinquième ordre sera celui que nous venons

d'obtenir et dont le transformé par la substitution S est

i7.oA(CX-}-G'Y);

le covariant du septième ordre résultera du précédent, en v rem-

plaçant x el y par -7- et — -^; d autres pourront s obtenir en

multipliant les précédents par des invariants de f. En se bornant

à prendre pour multiplicateur une puissance de A, on obtiendra
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ainsi des covariatils linéaires dont les degrés par rapport aux coel-

licienls de / seront les nombres 4n^ 5 et 4/^+7? c'est-à-dire la

série des entiers impairs à commencer par 5. Nous en conclurons

par la loi de récij)rocilé que toutes les formes dont les degrés sont

des nombres imjjairs à partir (h; 5 |)OSsèdent un covariant linéaire

du cinquième degré par ra|)port à leurs coefficients, et il est très

facile d'établir qu'elles n'en possèdent pas dont les degrés soient

au-dessous de celte limite. Mais pour abréger j'omettrai ce détail,

et j'arrive immédiatement à la définition des formes-tjpes. Soient,

à cet effet, X et k, deux covariants linéaires distincts |)our une

même forme/; désignons par S la sul)Stitution

et par ^P la transformée de /"en ç et y,. Je dis que les coeflicicnl>

de cette forme fp seront tous des invariants de /.

Pour le démontrer, voyons ce que deviennent les opérations

précédentes en prenant pour point de départ une forme /', trans-

formée de /par une substilulion (pielconque S. Soit o le détermi-

nant relatif à cette subslitulion S, a' et ).', les covariants analogues

à X et À,. En midtipliant ]iar des puissances convenables de o.

par exemple 8* et oP, chacune des équations

r = r,

1\ = t/,

il résidle de la nalui-c même des covariants ijuc les |)remicr>

membres pourront alors être censés provenir du résultat de la sub-

stitution S dans X et X,. Ainsi par rapport aux quantités 3='^', o^r/,

la substitution S' analogue à S, c'est-à-dire la substitution par

laquelle o^^' et oPt)' s'expriment en x' ely', sera S'= ïS, et son

inverse, (piil faudia effectuer dans/', sera 'E,'~* = S~'-~'. Or on

voit qu'en elVectuant en premier la substitution S~*, /' redevient /,

et qu'en faisant ensuite la substitution ï~' on est ramené précisé-

ment à la forme $, ])ar rapport aux indéterminées 0='^', S^ti'. De là

résulte que les coefficients des formes <ï>, relatives à /, et à une

transformée de /*, ne diffèrent que par des facteurs qui seront des

|)ulssances du déterminant de la substitution; ces coefficients

seront des invariants de /; et c'est |)our cette raison (pie nous

donnons ;'; <I> la dénomination de /o//)ic-t)-pc.
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Calcul de la forme-type du cinquième degré.

La (léiinilinii (|iic nous vciums de donner ne spécifie j)as les

(•o\ari,inls JintMiics (|u"il lant employer dans la substilulion tpii

coiidiiil anx formes-types; il snTlit que ces co\arianls soient l)ien

dislincls, c'est-à-ilire que le déterminant relatif à la snbstilnlion

cireeliK'e soit dillércul de /.('to. Mais dans le cas des formes du

cincjuième degré, que nous allons étudier, nous ferons choix des

deux coyariants linéaires les plus simples, qui sont respcctiyemenl

du eincpiième et du septième degré par rapport aux coefficients

de la forme proposée. En eflectuant dans ces covarlants la suh-

slitulion S qui transforme / dans la forme canonique F, ils

deyiendronl

X = i-2oA(CX: -h C'Y). À, = 120A v/Â(CX — C'Y),

expressions très simples. (|ui nous conduisent à faire le calcul de

la forme-type, en opérant sur la transformée canonique F, ce qui

est permis, puisqu'on paryiendra identiquement au même résultat

en prenant pour point de départ toute transformée de /, par une

substitution au déterminant un. Cela posé, ayant

F = ( A, B, C,C',B', A')(X,Y)5,

nous ferons, en supprimant un facteur numérique,

A(CX -+- C Y) = ï, A v^Â ( GX — C'Y) = r„

et si nous représentons la transformée en ç et Tj par

^ = i2{, i\ g;. e\ LV, 5C')(^,r,)5,

il yiendra ces expressions,

2^= J. lAC'^+A'C5-^ 5BCC'i-^5B'C'Ci^2oC-'C'»),

(AC'5 — A'C'^ SBCC'i— SB'C'C»),
(2CC'A)-î/A
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et

€' =

(7, CL A j«A-

a'= î (AC'5_ .VC5— 5BGG'*-4-5B'C'Ci).
(2CG'A)5v^A5

D'après les théorèmes donnés au commencement de ces re-

cherches, on reconnaît tout de suite qu'elles sont bien, comni»-

nous l'avons annoncé, des invariants de la proposée/, et qu'elles

s'exprimeront rationnellement par les fonctions que nous avons

nommées A, J2, J3, et par l'invariant du dix-huitième ordre I.

Mais ici se présente celte circonstance importante, qu'elles

contiendront en dénominateur le seul invariant J3, sans qu'on y

voie figurer A, comme on pouvait s'y attendre d'après la théorie

générale. Pour le faire voir, rappelons d'abord ces relations qui

existent entre les invariants et les coefficients de la forme cano-

nique, savoir

.V\' = -^ (J3 + 3AJ.,-- A3),

v/aô

CG' = --LJ3,
v/a-5

AGB'2— A'G'B2= -L /.

/a^

Nous en déduirons h-s xalciirs des cpianlilcs AC'"* it A'C^ cl

liG'*±:B'C', (pii fif;uient dans les coefficients A. B |)ar ll•^

('•qiui lions suivantes :

3G(ÂG'3+ A'C5)

= (AA'+i6GG')(AVBB'-i-i()BB'GG' — 9C2G'2)— 64 A V'BBGC.

i2(BG'3^- B'G3) =— AABB -r- 16 BB'GG'4- gC^G ^

9( AG'o - A' G-> ) = ( 1 6 GG' - A A' ) ( AG B'^— A' G' \i^-).

3(BG'«— B'G') = AGB'2_ V'G'lî^

Ces é([uations d(>\iennent cnVctiM'ment id«Mili(|iies. en xertiiilf^
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relalions fondamciiliiK-s (|iii llnii |(> coefficieiils de la l'orme cano-

nl((uc, savoir :

A li' —
i
BC -+- 3 ( :î = o, A' B — 4 B' C 4- 3 C'^ = o.

Qiianl à la inéllioile tirs facile par laquelle on les oblienl, je

pense pouvoir la sup|)nin('r poui- abréger, car elle se présentera

d'elle-inème au leclmi (|iii se xi.i bien pénétré des principes de

ces rcclicrtiio. ()u cii ili'iluil

,,;V=
'- — fCC- AA')(ACB'2-A'C'B2) = -I ^^4t^'

,,«:'= ! ^(,3C(;'-AA'^(ACB'î-A'C'B2| = -I ^'^ 3 AJ,-
,

,..1,

(2CC'A)5/A3 "^'H

îl = î ^(25CG'-AA')(ACB'î-A'C'B^j = -I^-^tl:^iii^-il^.
(•?.cc'A)M^A '-^'J;»

Le calcul des trois autres coefficients est un peu plus difficile

et donne pour résultats

36 îj'^ —_J r_8iC3G'>^ 1 12BB' C^G'^ — qAA'GîC'^
( -iCt. A )'

A-

— •>J A A' BB'GG' + A2 A'2 BB'

J

= _L_
[ A J . -^ A- J:, ^ C. A^ J

I
— I 5 AUo J;j — 3 A( 10 J 5 - 3 J I)

— j
i
J 3 J ||.

'*' J 3

3fiC=. _^ f— 2()iGîG'3 4-3o4BB'G-^G-2— qAA'G^G'î
(•2GG A )^ A

— 35AA'BB'GG'-4- A^A'^BB']

= ^^[AGJ,^- A5J.J — 6AU^— ijAU.Jj - 3A2(i4Jf — 3J|)

— 90 AJ3JI — i44 J2JI],

36ii= —J^—^ r-iiG''G'3-h496BB'G-^C'-^— gAA'G^G'^
( >CC Al'

" ^^

— 4; AA'BB'CG' ^ A^ A'^BB']

== _L_ [A-J,^ A'U3-i-(3AU.^— SgAU.Js— 9A3(6J| — J|)

— I26A'^J3J3-+-288AJ2J3 — [ f iiJilJ.

Ainsi, il est démontré jKir le calcul que les coefficients de la

forme-type deviennent des fonctions entières des quatre inva-

riants fondamentaux lorsqu'on les multiplie par J*, et c'est là une

remarque qui nous conduira plus loin à des conséquences irapor- .

tantes.

H. — I. ?i
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SECTION III.

L'équation générale du cinquième degré est ramenée à ne dépendre

que de deux paramètres.

Ce résultai suit immédiatement de l'e:spression de la forme-type

que nous venons d'obtenir. Qu'on fasse, en effet,

cl l'on pourra écrire

* = ^l/l (^^ /ITî,
î3o v/I^, Co \^Â^. <î:;, v^â^ k v^. 5io)< ;. o\

( i J 3 )'

2<o, î3o, . . ., désignant respectivement ce que deviennent les numé-

rateurs dans 3i, U, ..., quand on y remplace A, Jo-, h par i . K, K'.

Nommons de même Iq ce que devient alors l'invariant I, il est

clair qu'il suffit de mettre y. loV^, au lieu de r,. pour ramener

l'équation <ï> = o à contenir seulement les deux paramètres K
et K'. 1-1 sil curivr ([ue A soit une (piantité négative, la réduction

sera aus.si l)ien obtenue en remplaçant r, parr, loy'^— A: c'est la

seule quantité irralionnclle qui figure dans la substitution, et il est

aisé de voir que lii rationnelle lo
V
A disparaîtra dans l'équation

transformée, de sorte que K et K' entreront rationnellement dans

le résultat. L'équation à laquelle nous mène ainsi la notion des

formes-types n'a pas la simplicité apparente de la réduite de

l'équation du cimpiièmc degrc' (pi'a obtenue Jerrard, mais elle

met en évidence les fonctions des coefficients dont dépend essen-

tiellement la nature des racines, et tandis que l'ingénieuse décou-

\erte du géomètre anglais est restée jusqu'ici stérile, nous allons

poiixoir iiiinu'dialt'nH'nt lirci- d"iiu|i(irtanles conséquences de notre

transformée.
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SKGTION IV.

Les invariants de tous les degrés des formes du cinquième degré

sont des fonctions entières des quatre invariants fondamentaux

J, Ji, J 3 et 1.

Dans l;i |)r('iiiirrc Piiilic do ces recherches,
j
ai oKlcim |)(mii'

les iinariaiils dotiL le (h'i;ré est ;^ o ou ^ 2 (mod 4) les expres-

sions <;(''iu''i'ah's

(-)„( J.,, AJo, A3)
^

I0|(J3, AJo, A^)

Ali
^

lô
'

ix'i ciili-e eu d(''nominatciir une puissance de A; mais on peut aller

plus loin el parvenir à des expressions entières par la considéra-

lion de la fornic-tjpc. En efict, <I> étant une Iransforniée de y, par

une suhstilulion linéaire au déterminant —r-, comme i\ o^L aisé de

le \oir, loul invariant de /" s'exprime au moyen d'une fonction

semblahle des coefficients de 4>, multiplié par une certaine [)uis-

sance de J3. Mais ces coefficients de la forme-type sont, comme
nous l'avons établi, des fondions entières des invariants fonda-

mentaux divisées par une puissance de J3 ; donc déjà, tout inva-

riant de la forme proposée est une fonction entière des invariants

fondamentaux, ou au moins une pareille fonction divisée par une

puissance de J;j. Distinguant maintenant les deux cas où le degré

des invariants est ^o ou ^ 2 (mod 4), nous reconnaîtrons bien

aisément que Texprcssion générale

F(A, J,, Jj, I )

où F est une fonction entière, se réduit dans le premier à la forme

H„(A, J,. J31

Tj
'

et dans le second à la forme

IHi(A, J.,. h)

n
'

Hq el H) étant pareillement des fonctions entières. Cela suit, en
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efTet, de ce que le carré el les puissances paires de l'invariant I du

dix-huitième degré s'expriment en fonction entière de A, J2 cl J;,.

Voici donc, par exemple, pour les invariants dont le degré est

multiple de 4, deux expressions diderentes qui doivent être égales :

eo(J.3, AJ;, A3) ^^ Ho(A, Jo, J3)
,

A!^
^

J"^

or les trois quantités A, J2, J3 qui y figurent nont entre elles au-

cune relation et doivent être considérées comme absolument indé-

pendantes; l'égalité

Ho(A, Jo, J3) ^ BJi,, AJ,, A3)

^ A!-

entraîne donc que Hq est divisible par J'3 et par At^, cest-à-dire

(pie les invariants en question s'expriment en fonction entière de

A. ^2 et J3. Quant au second cas où le degré est ^ 2 (mod 4), il

se traite tout à fait de même, car il conduit à légalité

iei(J3, AJ.2, A3) _ IUi(A. J,, J3 )

qui, après la suppression du facteur 1, coïncide avec celle qu'on

vient d'obtenir; ainsi donc, en général, tout invariant dune forme

(lu cinquième degré, dont le degré par r;q)[)ort aux coefficients

est ^ o (mod 4), est une fonction entière de A. J^. J3, et tout in-

variant dont le degré est ^ 2 est le produit d une pareille fonc-

tion multipliée par l'invariant I du dix-huitième degré. Les expres-

sions suivanlcs :

:î:a.A'jÇj|,'', lila.A'JVJ's".

où les quantités a sont numériques, représentent donc tous les in-

\arianls des formes du cinquième degré, doù l'on voit qu il existe

autant (I 1 11 \ a liants linéairement indépendants, d un degré don ne /n

.

qu'il y a de solutions entières el positives de lune (»u 1 autre de

ces équations

i
/ -H 8/'-f- \ii' = m,

18 -i- /| / -i- 8 <
'

-I- I i i" = ni

.

On en conclut, par la loi de r<'ciprocilé. (pu^ les formes d'un

degré quelconque m ont autant d'invariants ilu cinquième degré

par rapport à leurs coefficients cpi il ^ a de solutions entières el



FONCTIONS IIO.M 0(;KN i:s \ in: l \ INOlJTKn M INÉES. 32J

|)osili\cs (les inriiii's ('(jHiilKtiis. \iii>i, |i;irini les fornirs dont If do-

grc est iinpaircniciil jtair, il laul aller jiisqirau flix-lmilirine degré

pour renconlrer un iii\arianl du einquième ordre.

SECTION V.

Recherche particnlière sur le discriminant des formes

du cinquième degré.

MM. Cajley cl Sylvester nomment, comme on sait, discrimi-

nant d' une/orme/ \c rv>u\U\[ de rélimlnationde — , entre les deu\

«'•qiia lions homogènes

dx ' dy
~

On obtient ainsi pour une forme de degré m un invariant de degré

2(m — i) qui, égalé à zéro, exprime que / a un facteur linéaire

élevé au carré. Dans le cas des formes du cinquième degré, le dis-

criminant est donc un invarianl dn luiilième ordre, et qui, d'après

la théorie précédente, doit être de cette forme aJoH- a'A-, a et a'

étant numériques. Mais nous allons en former rex[)ression par une

méthode particulière et sans supposer les résultats généraux éta-

blis.dans la précédente Section, dont nous voulons offrir ainsi une

confirmation dans un cas spécial très important en lui-même.

A cet elTet, nous nous proposerons généralement d'obtenir les va-

leurs des invariants fondamentaux, lorsqu'il existe un facteur li-

néaire élevé au carré dans la forme proposée, c'est-à-dire lorsqu on

peut lui donner cette expression

f=(o, o, a. ù. c. d)(x. y )'^.

En observant qu on peut mettre x + ky au lieu de x sans que

les deux premiers coefficients cessent d'être nuls, disposons de

cette quantité k de manière à faire évanouir le coefficient de xy
dans le covariant quadratique 9. Nous aurons ainsi une transformée

/i = (o, o, <7,. bi. c,, di){.r,yY,

et il faudra que les nouveaux coefficients vérifient la condition

rt, b^ = o. Comme nous ne voulons point admettre de facteurs li-
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néaires à la troisième puissance, il faudra faire ^, = o. et. si l'on

écrit ainsi /", sons la forme

le covariant sera

a- \ a- b' I

ce qui nous conduit à remplacer encore - et j par X et \ . Nous

trouverons de la sorte cette transformée des formes à facteur

linéaire double

où p et q sont des constantes quelconques, et (pii a pour co\a-

riant quadratique

Cela ('tant, il suffira de mettre X + "^ et X — \ au lieu de X et Y
|)our obtenir la transformée cani^nique, qui sera

F = /)(X - Y f -\-qiX — Y)HX -)- Y
j
[3(X - Y )'- -^ 8(X + Y r-].

= /?( X — Y )•' + ^( X — Y )2 ( X + Y
) ( Il X2 -4- 10 XY ^ 1 1 Y"^ ).

= (^+117, —p — yq, p — q. —p — q.p~ [q, — />-+-!! 7 )(X, \ )K

Voici donc en fonction des deux indéterminées p e^ cj les valeurs

suivantes, propres au cas d'un facteur linéaire élevé au carré dans

l;i foime pro|)osée, savoir :

AÂ' = — p- -h l'a (j-, BB' = — 7>' + 5'-<7^5 CC = — p- -^ q"-,

ACB'2 - A'G'B2 = ^fpq{ip-^ -t- 72 ).

On en lire

d'où cette conclusion importante

A- -+- 2" Jo = o.

\jQ discrimlnanl des formes du cinquième tlegré est donc obtenu,

puisque nous avons un invariant (\n liuilièmc ordre A- H- >." J^ tpii

s'évanouit lorsqu'on sup|)oso deux racines égales dans ces formes.



l'ONCTI OXS IIO.MOO KNICS A I) IC I X I M) K T i: U M I NK E S . 3 '.7

ri il se pi'(''sciil(' l)H'ii sotis la roniic miIkIc d apcrs noire lliéono

généralr. I''a|iiiiiii' par N-s cocnicicnls de la roiiiic caiioiiKiiic, il a

cotte valeur

clisiriiniiiant -- A- -+- }.' i -, = v^A^( AA'-f- ly.") 151!'— i^.GCC),

de sorte (ju'oii a un procède'' aritlnn<''li(pie facile |»oiir calculer dans

un cas donne cette fonclion si iinportaiilc. K(;niarquons encore,

avant d'aller |)liis loin, la ([iiaiiliU'

9.")A'— .>".l..,,

(|ui s'évanouit si la forme propos('e contient deux facteurs linéaires

difTérents élevés chacun au carré. Si Ton clierclie, en effet, le dis-

criminant de la forme euhi(jue

\x-Yr- =/^(^- Yj-^+ry(X + Y)(.iX24- ,oXY-i-,.Y2),

on le trouvera, abstraction faite d'un facteur numérique, égal à

^-(2/?- + <7-) et, d'après les relations précédentes, cette valeur

s'exprime ainsi

, 2') A3 — 9,1 IJ3
•25 —

O.220A2

Dans un instant nous allons reconnaître le rôle important que

joue cette (juanlité (').

SECTION VI.

Expression par les invariants fondamentaux du nombre des racines

réelles et imaginaires de toute équation du cinquième degré.

La possibilité d'un pareil résultat est une conséquence immé-

diate de ces deux propriétés de la forme-tjpe, d'être une trans-

formée par une substitution réelle de la forme proposée, et d'avoir

pour coefficients des invariants. Mais on sent combien il j a loin

d'une telle possibilité à un résultat effectif; aussi, depuis l'époque

(') Dans le cas d'une forme contenant au cube un facteur linéaire, tous les

invariants s'évanouissent, comme cela rérulte d'uu théorème général donné par

mon ami M. Cajley dans le Journal de Crelle.
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OÙ je communiquais pour la prenii«"'re fois celle vue à mon ami

M. Sjlvesler, avais-je désespéré d'aller plus loin, Tapplicalion du

théorème deJVL Slurm n'élanl pas praticable sur Térpialion lillé-

rale et compliquée (pii ;niiait la forme-lvpe |)0ur son premiei'

membre.

La méthode suivante, à iaqiu'llc je ne suis parvenu qu'après

bien des efiforts, me semble peiil-èlre lut-rilcr un instaul d atten-

lion, car elle offrira, si je ne me trompe, une étude al«i^ébrique

complète des racines de l'équation générale du cinquième degré,

sous le point de vue de la distinction de ces racines comme quan-

tités réelles et imaginaires, lorsqu'on allribue aux coefficients

toutes les valeurs réelles possibles. Je ferai précéder celte recherche

de quelques lemmes, afin de ne pas interrompre |)ar la suite l'ordre

des raisonnements.

LEMMES PRÉLIMINAIRES.

Lemme I. — Le produit des carrés des différences des ra-

cines d' une équation de déféré quelconque f{x^ = o est positif

ou négatif, selon que le nombre des racines imaginaires de

cette équation est :^o ou ^ 'i (mod 4)- Supposons cette propo-

sition vraie pour une équation d\in degré déterminé f{^x) = o,

nous allons démontre/' quelle subsiste pour la nouvelle équa-

tion

Soient en effet D et D les discriminanls, ou, pour plus de préci-

sion, les produits des carrés des diirérenees des racines des équa-

tions F = o, /"= o; on trouvei'a sans (hnicnUé

D'où l'on voit qu en supposant réelles les racines a et ,3, D et D
seront de même signe, tandis (luen les supposant imaginaires con-

juguées. D et D seront de signes contraires, car le |)roduit f{y^f{p)
sera positif, el le facleur(a — ^)- négatif. La proposition annoncée

se vérifie donc à l'égard de l'équation F = o si elle a lieu pour l'é-

quation /'=o; ainsi elle est générale, puisqu'elle <'st Maiedaus le

cas du second degré. Les exemples sui\anls UKUitreronl déjà un

usage de cette remarque.
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Considérons une rorinc l)i(|ii;i(liiilM|m

f=ia, b, c, //, rt')(.r, jK)* == a (x — :iy)( x — Py )(x
—

'{y ) (x - ^^y);

soient I I iii\;ni;iiil du x'cond ordre

au' — \bù'-+- 3c2

et D le disenniiniinl

rtC' ( a — p )2 ( a — Y
)2

. . . ( Y
— )•-.

.le dis (jn'en supposant 1 •< o la forme proposée aura deux ou

quatre racines imaginaires, suivant que D sera négatif ou positif.

On a, en effet, ce qui se vérifie très aisément,

I =zaa'— \Ob'-hSc'-= ^ |
( a — 3 )2 ( Y — "^)-

'I

+ ( a — Y )^ ( ? - 5)2 4- ( a — )'- ( ^ — Y)-] ;

donc, l'hypothèse 1 < o exclut le cas où toutes les racines sont

réelles, et le lemme précédent suffit pour distinguer l'un de l'autre

les deux autres cas seuls possibles où le nombre des racines ima-

ginaires est deux ou quatre. Quelque chose d'analogue a lieu aussi

pour le ein(juième degré ; nous allons l'indiquer, bien que nous

n'ayons pas à nous en servir par la suite. Soient

/ = («, 6, c, c', b', a'){x,ry

= a(x — 0Lr}(x — 'py ){x — -[y ) i x — ^jy) [x — ty),

D le discriminant, «^(a— |ÎJ)'-. . . et A l'invariant qui figure dans

nos recherches, savoir

{aa'— ibb'^ ICC f — /\{ab'— \bc' -^ ^c^)(a'b— \b'c-h 3c'2);

on trouvera

A = -^ S (a — 3r- ( ? — Y )- (y — S)--' ( 5 - £)-^ (E - a)2,

le signe S se rapportant aux termes qu'on déduit de celui que

nous avons écrit par les permutations des racines.

Il s'ensuit que, en supposante positif, la forme aura des racines

imaginaires, et, comme précédemment, elle en aura deux ou

quatre, suivant que D sera négatif ou positif.
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En passant, remarquons encore celte relation

D = a^a — p)2. . . f — E)2 = 5'(A2-)- 2^0-

Lemme II. — Il a été remarqué (Section II) (jiia les coeffi-

cients de la forme-type avaient pour commun dénominateur
{'.'.i-^y^', d'après cela, et pour plus de commodité, nous consi-

dérons par la suite au lieu de o la forme (aJ;,)'"^, c'est-à-dire

nous ferons
1>=.(A, B, C, C, B', A')(i,0^

les coefficients n'offrant plus S,, en dénominateur et ayant ainsi

pour r)a leurs

3GA = A-.h-4- A«J3+ GA-iJI— i()AMoJ;j— <)A'(T)J2 — Ji])

— l'^GA^JjJI + 9.88AJ|J, -hii5-2J5,

3GG = A" J. H- ASJ3 + G A'* J^— J.jAS J, J:, — 3 A2( i4.I| — 3 J| )

— 90AJ3JI + l44J:jJ2)

36B'= A«.l2-H A'-Jj-f GAM| -liA^JoJ,- Jifio.!.^- 3J^ )— 34J3JI;

9B =— I( Ai-+- 3A2J. — •24AJ3),

()G'=— I(A-i-4- 3A.)., — 10.J3),

9A'r=-I(A2-+-3J,).

Cela posé, on aura ces relations remarquables,

/ AB' — ÎBC 4-3C^ = j6AJ;j,

(i)
]
A'B- 'iB'C + 3C'2 = — i6J|,

AA' 3BB'-i-2CC'=o.

A - aAG -4- A2B' = 32.) ;j,

B — 2AG'+A2A' = o:
(5-)

les premières rc'sullent de l'expression du covariant quadrali(pie

de fp, qu'on ohtienl bien aisément. ElTcctivcment, cette forme 4>

pro\ienl, j^ar le l'ait de la suppression du dénominateur (aJs)^, de

la li-ansforméc canonique F, par la suhstil iilioii

A(GX + C'Y) = 2J3«, A\/Â(G\— G'Y) = 0.J3T,:

donc son covariant (piadralnpic iHovicndra. pai" la nirinc snlisli-

lulioUjdu covariant ^/AX\ relalit à I". niulliplic' |)ar la (pialrième

puissance du déterminant de la suli^titution. t"fsl-à-dir<> |>ar

(uJ3)'.Gela donne pour le covariant ipi ulialitpie de la t'ornit-l\ pe
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(('Ile r\|)rossi()ii r('iiiiii(|ii;ililc,

(Toù l'on lii'c (le suite les ('(iiiiilions ( i ).

I'!ii rcclit'ichaiil (l<; la iiièiiK; niaxiiric le covariaul linéaire du

(•in([uièinc ordre de la fornic-ljpe, on obtiendra la valeur

mais, d'après la loi générale de formation (Section I), ce covarianl

sera

= 1-^.0. 2SJ^of(A — .>.Ar;-+- A2B')?-f-(B — 2AC'-t-A?A')r, j.

d\)ù l'on conchil les relations (:i).

Il serait très important, pour la théorie des formes du cinquième

degré, de calculer, comme nous venons de le faire, les valeurs

d'un plus grand nombre de covariants de la forme-t vpe ; on recueil-

lerait ainsi des éléments précieux d'observation cpii pourraient

éclairer la nature des rapports de ces covariants avec la forme dont

ils tirent naissance. Pour le moment, nous ne pouvons nous empê-

cher d'appeler l'attention du lecteur sur la simplicité des équa-

tions que nous venons de trouver entre les coefficients si com|)li-

qués de la forme-tjpe
; elles vont nous donner une démonstration

facile de la proposition suivante, qu'il importe d'établir |)our la

recherche spéciale que nous avons en vue dans cette Section.

Lemme m. —• Uéquation du quatrième degré par rapport

à Jo, qu'on forme en égalant ci zéro l'invariant du dix-

huitième ordre, a toujours deux racines réelles, et deux ra-

cines imaginaires.

D'après la valeur que nous avons obtenue pour I-, cette équa-

tion est

iOI2= A3JI-+-2AU2J3+ A3(J| + 6J|)— 18A2JIJ3

+ 3A(3Ji — 24J2JI)— 24(2Ji + 3J|J3) = 0,

ou, en ordonnant par rapport à Jo,

9AJI-H G(A3— r2J3)J|^-(A5— i8A2J3)J|

-f- (2 AU3— 72AJI j J2 H- A3J| — 48J| =0.
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Elle est, comme on voit, assez compliquée pour qu'on puisse

hésiter à y appliquer le théorème de M. Slurm; mais heureuse-

ment elle admet une transformée très simple. EfTectivement, pour

une valeur de Jo qui satisfait à cette équation, les coefficients A, C,

B' donnent, en vertu des équations (i) et (2),

AB'^-3G2= iGAJi,

B'C = 4J0.

A _ ^.aC-(- A2B'= 3aJ,^,

puisque B, C, A', contenant I en facteur, sannulent. Or, en éli-

minant A et B', on trouve

3C*-- 8AJ|C2-^i28J8C — iGAU^n =0.

Ce résultat paraîtra bien remar(|ual)le. si Ton a ég;ard à la com-

plication de la valeur de G exprimée en fonction de Jo; quoi qu'il

en soit, celte fonction étant rationnelle et entière par rapport à Jo,

il suffira de raisonner sur l'équation en C, et d'établir qu'elle a

bien deux racines réelles et deux racines imaginaires. Or le pre-

mier point résulte de ce que le dernier terme est essentiellement

négatif, cl le second de ce qu'en faisant

3C*— 8AJ5 G2-I- i28J«C — iGAU^o = ( rt. />, c, 6', a')(C, I )*,

l'invariant du second ordre,

aa —
i
bb' -!- 3c'^,

a la Nalcur négative

— 1|8 AUi'> 1 Lcmme I).

Des limites entre lesquelles se trouve toujours renfermé l'invariant Jj

de toute forme du cinquième degré à coefficients réels.

La forme-type, à laquelle nous avons ramené la forme générale

du (infpiième degré par une substitution linéaire, ne contenant

\)\n> (|ue trois paramètres. A, Jo, J3, on est naturellcmont conduit

à élM(li( r les lacines de celle forme considérées comme fonctions

de ces paramètres, tandis (pion n'aurait jamais songé à se proposer

la même question sur les racines elles-mêmes de la forme primi-

li\e, considérées comme fonctions de cinq quantités arbitraires.
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Mais, Ar^ I abord ilo ccilU; icclicrclic, s(! piésciiti! une circouslancc

iinporlaiile. En considéranl pour les C()ef(irioi)ls de la lorine |)ro-

|)Osée, des valeurs réelles, les paramèlres de la lorme-lype, (|u'on

ne devra pas déjà su|)poser imaginaires, ne peuvent même recevoir

loules les valeurs réelles possibles. Il eiilre, en ellcl, dans la

forme-Ljpe, I in\ariant I du div-liiiilicini' ordic, (|iii doil élre aussi

essenliellemenl i-éel,de sorle que (élanL algébii(pi(Mn(;nl indépen-

dantes) les quantités A, J^, J3. en tant qu'elles j)roviennent d'une

forme réelle, sont assujetties à cette condition de rendre positive

la fonction

iGI^ = 9AJj + ()(a:'— i2J3)J?, -+-(A5 — i8A2J3)J|

-1-(2AU3 — 72AJ|)J2-(-A3J:2 — 48J^

Or, quels que soient A et J3, nous avons démontré que l'équa-

lion I- = o, en prenant J-, pour inconnue, avait toujours deux

racines réelles et deux racines imaginaires. Nommant donc y et y'

ces racines réelles, il est aisé de voir qu'en supposant A positif,

les valeurs de Jo qui rendront la fonction I réelle seront néces-

sairement au dehors de l'intervalle compris entre j et y', tandis

qu'en supposant A négatif ces valeurs seront comprises, au con-

traire, dans le même intervalle. Une obser\ation très sinijile con-

firme cette conclusion que Jo est nécessairement limité quand A

est négatif; si l'on suppose, en effet, Jo très grand, on trouvera, en

employant les expressions données précédemment des coefficients

A, B, . . ., que la forme <î> devient sensiblement proportionnelle à

(i^A — r,
j', de sorte que les cinq racines se présenteraienl

toutes comme imaginaires, en devenant égales à la limite, tandis

qu'on sait bien que leur commune valeur doit être réelle. Ces

limites, que nous venons de trouver pour les valeurs de J.2, vont

encore se présenter dans une circonstance importante, comme on

\a voir.

Des limites entre lesquelles les racines de la forme-type sont des

fonctions continues de Jo, considéré comme une variable réelle.

JNous nous fonderons pour cette reclierclie sur ce théorème si

important dans toute l'Analyse, que l'illustre géomètre, M. Cauchy,

a démontré sous un point de vue plus général dans les Nouveaux
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exercices de Malkéniatiques [^V. 11, p. luy) : « Les racine» d'une

équation algébrique dont les coefficients contiennent, sous forme

rationnelle, un paramètre^ sont des fonctions continues de ce pa-

ramètre, tant qu'en variant suivant une loi donnée, en restant

toujours réel, par exemple, il n'atteint pas une des valeurs parti-

culières qui font ac([uérir des racines égales à léquation proposée.

Mais la quaulilé Ja, que nous considérons comme un paramètre

variable entrant dans l'équation que nous voulons étudier, savoir.

( A, 15, C, C, B', y ){x, 1)5 = o,

sous un radical carré 1, nous ferons j^ = Ix, ce qui donnera Icqua-

t!on en j-,

( v, iB, I2C, l'C, inr, i-v')(k, ij' = o,

dont tous les coefficients sont ralionncls, puis([ue B, C. A' con-

tiennent déjà 1 en facteur. Cela [)osé, nous allons, pour aj)pli(pier

le théorème de M. Cauchy, calculer son discriminant. Oi- le dis-

criiiiinanl I), de la foi'me primitive

/=(a, b, c, c', //, a){x,yY,

se reproduisant dans toute Iransfoi'mée, iniilti|)liè parla \in|;tième

puissance i\\\ déterminant de la substitution, on trouvera d'abord

(2J3)-''.D pour le discriminant de <I>, et (2 J3)-".1-''.D, pour celui

de l'équation en y. Par là nous vojons que les valeurs de ,l.j, pour

les(pi('ll('s les racines j^ deviennent discontinues (' ), sont données

par les écpiations

1=0, D = V-^:vi. =: o.

\i.V comme le radical carré 1 est aussi fonction continue de ].,, entre

les limites déterminées par l'éipiatioii i = o, la relation j' = I^

montre qu'on peut regarder les lacines x elles-mêmes comme
fonctions continues de Jo, tant que cette \ariable, que nous sup-

|)osons réelle, n'atteint pas la \aleur — 2 'A- ou 1 une des ipian-

lilés nommées |)récédemment / et /'. Peut-être ile\ons-noiis faire

observer que nous ne considérons pas un auln^ genre île discon-

linuité. le passage à l'infini d'une racine, lorsipie le coefliciiMit A

s'annule. La raison en est (pie, dans le xoisinaiic d une \aleiir

(') On dirait plulôl aujourd'hui sont irrégulières, cav il ne s'agit pas ici d'une

véritable discontinuité. E. P.
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réollc <l(! .L, (|ui (loiiiiriiiil A = o, les iiiNcrscs des ciixi nicines

sont c<'rl;Mn(MiK'iil des (onclioiis coiilimics, <( ne iJOiiiroiiL |)asser

du réel à l'iin;igiiiairt\ on de I iinaginalic au r('cl, l(jrs<|iic J^ aura

alU'inl cl dépassé la \alcur j)ailiculiérc en question, en sup|)Osanl

loulefois, eoiiune il arrive en général, c|ue l'on n'a pas en même
lcm|)s U=io. On \oil donc (praucun ehangemenl dans le mode
(r('xi>lence des racines de la lormc-tjpe, comme (juaiililés réelles

et imaginaires, ne correspond à celle disconlinuilé parliculière

(pii provieiil du passage pai- linlini, cl qu'ainsi elle nesl pas à

considérer dans noire rcclierche ('). »

Sur les valeurs des racines de la forme-type lorsque Ij est égal

à la limite / ou à la limite / .

Nous avons précédemnienl distingué avec soin, dans renscmble

des valeurs réelles de Jo, les intervalles entre lescpiels celle quan-

tité peut être regardée comme provenant d'une forme à coefficients

réels. Franchir les limites assignées sera donc considérer ce que

deviennent les racines de la forme-type, pour un état imaginaire

des coefficients de la forme primitive. Cependant, si nous suppo-

sons toujours J2 réel, ces valeurs imaginaires, qui a icndiont néces-

sairement s'olTrir, ne seront point entièrement arbitraires, et

seront soumises à des conditions spéciales. Or on va voir combien

est utile la considération de ces valeurs limitées comme nous le

disons, de manière que les invariants du quatrième, du huitième

et du douzième ordre restent réels, l'invariant du dix-huitième

étant seul affecté du facteur y/— i. Effectivement, nous allons

pouvoir suivre de la manière la plus facile et la plus claire com-

ment les racines de la forme-type changent successivement de

(') Cette considération des inverses des racines sert aussi à établir, quand on
reclierche la distribution en systèmes circulaires des racines v d'une équation de

la forme
]\v-n_|_ pv"'-! 4-. . . =0,

N, P, ... étant des polynômes entiers en ^. que ces systèmes subsistent sans alté-

ration lorsque le contour décrit par la variable z vient à comprendre un nombre
quelconque de points, auxquels correspondent des racines de l'équation X = o.

Voyez à ce sujet le n" 37 du Mémoire de M. Puiseux intitulé Recherches sur les

Fonctions algébriques (Journal de Liow.'iUe, t. XV).
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iialiire en passant du réel à Tiina^inaire ou de l'imaj^inaire au réel,

l()is(jue J2 varie de — ce k-i-yj, et, par suite, établir ce que sont

ces racines dans un intervalle donné, résultat important auquel

nous n'aurions pu parvenir en renonçant à ces valeurs de para-

mètre variable qui supposent nécessairement imaginaires les coef-

ficients de la forme proposée. Voici, pour cet objet, les dernières

pro|)ositions préliminaires que nous avons à démontrer. Je dis

d'abord qu'en supposant D = o, on aura

C'est une conséquence immédiate de la formule

donnée Section V. On trouvera, en effet, le résultat annoncé en

élevant au carré et remplaçant/?- et q- par leurs valeurs en J;, et A,

telles qu'elles résultent des formules de cette Section. Il s'ensuit

que, pour D = o, I sera réel ou imaginaire, suivant le signe de la

quantité ^5 A^ — 3.2'" J3, et, par conséquent, le discriminant s'éva-

nouira dans l'intervalle des valeurs admises ou des \aleurs exclues

de Jo, suivant que 25A^ — 3.'i'"J3 sera |iositif ou négatif. Cela

posé, je \ais démontrer que si le discriminant ne s'évanouit

qu'en dehors des limites Jo=y, J^ ^j'i ^cs racines de la forme-

type présenteront pour ces deux limites un même nombre de

quantités réelles et un même nombre de quantités imaginaires.

Deux cas sont à distinguer suivant que A est positif ou négatif.

Dans l'un et l'autre, les racines de la forme-type seront certaine-

ment entre les limites y elj' des fonctions continues de Jo ; dans

le second cas, les coefficients de 1 écpialion (iaiil nris. le nombre

des racines réelles de l'équation ne |)eut changer entrey ety' que

si D s'annule, ce qui n'a pas lieu. Dans le premier e»is, on ne peut

faire le même raisonnement. C'est donc seulement dans le second

cas que noire proposition se trouve ininiédiatcnient t'tablif. et,

sous ce point de vue, le premier exigerait une discussion tpio la

mélhode suivante évite, car il n'y ligure plus de considérations de

coiilimiilt'.

Lorsque 1 = o, nous avons trouvé précédemuKMit les relations

(i) AB'+3G2 = !()A Ji-, B'C=4J-', \ — .>\C-^1'-B' = :]iil
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<•[ ;iiissi une ('(iiiiilion ne coiitciiaii I (|ue Cl, cl (\u(' nous prcsoiilc-

roiis sons celle loi'nie

(2) (3G2+/|JîA)(C2-4A.I;;) = -i.a8J5C.

Cola posé. Il sagil d'en (h'dniie les valeurs des (|nantit(''s (|ui

délerniinenl par leurs signes la nainre des racines de ré(pialioii

(A, o, C, 0, B', <>)(x, I
)•' = o.

Or ces quanlilés sont .ioC- — 5AB', en premier lieu, |)uis les rap-

ports Y' T' "^^^^ ^^ leur place il sera préférable de prendre les

suivantes
5G'- — AB', AC, AB'.

ou même celles-ci

5C2-AB',
'^'~,^^'

et B'C,

ce qui esl permis comme on le verra bien lacilemenl. Mais, par

l'équalion (i), on trouvera

5C2 — AB'= 8(C^ — •iAJjj)

et

5C2 — AB' G2_2AJ;;— o —;;-

AB' i6AJ5 — 3C^

ce qui nous conduit à déterminer la nature des racines de noire

équalion par ces deux fonctions très simples

« = C- — 'AJ; , e = ^,
16AJ5 — oL-

car il est inutile de considérer la troisième B'C, qui conserve abso-

lument la même valeur pour Jo ^y, Jo =7'-

Or, en élevant au carré les deux membres de l'équation (2), on

introduira partout le carré C-, et une élimination facile alors

donnera

(3) (3«f -î- loAJj )2(a — -2 AJ| r- = i28'-JiG(a ^ aA.!!;),

(4) A5(3ot' -H 5)2(21^ — 1)- = '2.3'22J.3(8l'-r-l)(3f -hl)3.

Chacune de ces équations aura, comme l'équation en C, deux

racines imaginaires et deux racines réelles qui correspondent res-

pectivement à J2 =7, Jo =y' ; donc, pour l'une et pour l'autre,

11. — I. 22
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les racines réelles seront de mêmes signes ou de signes contraires,

suivant que le dernier terme sera positif ou négatif. Or le dernier

terme de (3) est

après avoir réduit à ! unité le coefficient de w', et, après avoir ré-

duit à l'unité le coefficient de p'*, le dernier terme de (4) devient

23A3 — 1"J3

ri'-\'iil^ — 3.2>*'J3j'

cl que A soit positif ou négatif, il est aisé de voii* que ces tpian-

tités sont positives. En effet, pour A >- o, elles le sont évidemment

si J3 est négatif; mais, si J3 est positif, la condition

9.5A5_ 3.2iojj ;>o,

qui est l'hypothèse, entraîne

9.") A^ — -2" J3 > o,

et notre proposition est vérifiée. Enfin, pour A<^o, elle est évidente

si J3 est positif; mais, si J3 est négatif, Thypothèse. qui est alors

2JA3 — S.ojojj <;„,

entraîne

25A3 — v.l'J^ <; o.

Donc, aux deux limites / ely', les trois quantités qui déterminenl

la nature des racines de la forme-type onl iiulix iduellement les

mêmes signes, et ces racines j)résentent (hms ces deux cas un

même nombre de quantités réelles et imaginaires.
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Ce que deviennent successivement les racines de la fDrm3 typ'e

lorsque Jj varie de — vo à -- -r..

Nous distinguerons quatre cas pi*incij);iu\ dans celle recherche,

que nous tr.iilerons dans Tordre sui\anl :

Premier cas
A>o, .?.')A' — î.i'oJa >o.

Deuxième cas

A < o, '>/)A^ — 3.?.'»J3 > o.

Troisième cas

A > o. 2JA' — 3. J.'ojj < o.

Quatrième cas

A < o, ?.")A^ — 3.>.ioJ;j < o.

Premier cas ('). — Les valeurs admises de J^ forment alors deux

séries, l'une de — ao ày , la seconde de y' à H- ûo (en nommanty la

plus petite des (|uanlilésy et y"'), et la condition

9.")A^ — 3.2'<'J:j > O

signifie, comme il a élé dit plus haut, que le discriminant s'éva-

nouira nécessairement pour une valeur de J2 comprise dans Tune

des séries indiquées; nous admettrons, pour fixer les idées, que ce

soit dans la première.

Cela posé, faisons croître Jo par degrés insensibles à partir de

— 00; tant que le discriminant D = A- -t-a'Jo ne viendra pas à

s'annuler, les cinq racines resteront des fonctions continues, et

aucun changement ne surviendra dans leur nature. Mais, pour

Jj = — a"' A-, deux d'entre elles et deux seulement deviendront

égales; de sorte que, dans le voisinage de celte valeur, elles pour-

ront passer du réel à l'imaginaire ou de l'imaginaire au réel, en

devenant discontinues, tandis que les trois autres resteront au con-

traire des fonctions continues de Jg.

(') Dans la discussion de ce premier cas, M. Hermite s'appuie sur le fait exact,

mais dont il n'indique pas la démonstration, que — 2—^1- est dans l'intervalle

— »,/, quand J3 est positif, et dans l'intervalle y', -h » quand Jj est négatif.

E. P.
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En raison de celle clrconslance, essayons d'en déterminer la na-

ture. Pour cela, nous nous placerons précisémenl dans ce cas par-

ticulier où D = o. Divisant la forine-l vpe par le facteur linéaire

(ju elle contient alors au carré, nous obtiendrons une forme cubique,

dont il faudra calculer le discriminant. .Mais, dans ce but, nous

pouvons remplacer la forme-tvpe <ï> par la transformée canonique F",

puisqu'elle s'en déduit en faisant une substitution au déterminant

réel 2J3. Alors un calcul très facile, qui a été exécuté à la Sect. \

(m fineni\ conduit, abslraclion faile d un facteur positif, à la

fonction déjà considérée plus liant

Il a été remarqué qu'elle était positive dans ce |)remier cas, où nou>

nous trouvons maintenant, où l'on a les conditions

A > o, •>)A3— S.-i'oJj > o.

Ainsi, de ces trois racines fonctions continues de J.i entre les

limites Jj = — go, Jo =y , une seule est réelle et les deux autres

sont imaginaires. Cela posé, il s'agirait de reconnaître, pour des va-

leurs de J2 infiniment voisines de — .i~' \- . la nature des deux

autres racines qui sont égales ]>our

.1. ^ — -i-'Ai.

Cette question rentre dans les principes connus, mais nous pou-

vons l'éviter en rappelant le premier lemme où il a été établi que

la seule condition D << o assurait l'existence de deux racines ima-

ginaires et de trois racines réelles. Puisqu'il v a dans léquation

deux racines imaginaires quel (jue soit Jo, il faudra que les deux

racines qui deviennent égales quand le discriminant séxanouit

soient réelles, tant (ju il est nt'gatii. et liassent à I imaginaire lorsque,

après s'être annulé, le discriminant devient positif. Maintenant..b.

continuant à croître, la forme-ljpe oITrira toujours quatre racine.>

imaginaires et une racine réelle jusqu'à ce qu'on par\ienne à la

limite Jo =7, à partir de laquelle on entre dans lintervalle des va-

leurs exclues du paramètre. Alors les coefficients qui conliennenl

(') J'ai pris, siii\;tiU liisage, le iliscriiuinniil (iiino forme cubique de signe

contraire au produil des carrés des dilTérences des racines de cette forme.
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m fadeur !< radie, il caiit' ilr\ iciiiiciil , (|;ui> toiil ccl i iil<'r\ allc,

imaginaires; (U'|>rii(laiii nous allons cncoïc suivie les raeines en

les faisant dépenclic <1 une ('(|iialion à coellieienls rc-eis. Pour eela,

laisani dans la proposée

( A, IJ, C, C, IV, \'){.r, !)•' = o, j' - '^\/~T,

n<uis aurons dans l'inlervalle compris entre y et y' la transformée

à eoellicicnls réels

I

\ , ^
V.

i lî, _ c, _ y/~ G', B', y/^^ A'] (y, I)' = o.

Dans ccl intervalle et les limites comprises, les einf| raeines j' se-

ront fonctions continues de Jo ; ainsi leur nature dépend de leurs

valeurs initiales, par exemple pour Jo =J- Mais il est bien à re-

niarcjuer qu'alors les quatre racines qui sont imaginaires peuvent

avoir leurs parties réelles nulles; deux cas difïérents peuvent donc

se présenter : les valeurs initiales des racines y seront toutes réelles,

ou bien quatre d'entre elles seront imaginaires et une seule réelle.

C'est une question curieuse et délicate de reconnaître si les

deux cas sont |Jossibles, ou lequel peut seulement avoir lieu. Pour

le résoudre, je remarquerai que l'équation en y, pour J^ =y par

exemple, est de celte forme

(A. o, —G, o, B', o)(^, 1)5 = o,

et que la quantité — est nécessairement positive. En effet, si elle

était négative, on voit bien aisément que cette équation aurait

nécessairement deux racines imaginaires et trois racines réelles.

El la même chose a lieu pour Jo:=y, d'où il suit que le sign(^

commun aux deux racines réelles de l'équation en

G2— 2AJ? I 5C2— AB'

iGAJS — 3G-^ 8 AB'

sera celui de la quantité 5C- — AB' aux deux limites. Or l'équa-

tion en (• a ses deux racines positives, car son premier membre,

comme nous l'avons vu, est positif pour v = o, et J3 étant po-

sitif, par la substitution, on le trouvera négatif au contraire pour

t'^4^; donc, nous avons une racine comprise entre zéro et r,, et
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l'autre racine, qui est nécessairement de même signe, sera donc

aussi positive. L'équation

\y*— ioC72^5B' = o

a donc, par rapport à y-, ses deux racines réelles, et, comme AB'

est positif et que B'C = 4J3 est aussi positif", ces deux \aleurs dey-

seront positives. Ainsi, l'équation en y, pour J2 =j et J^ =j', a

ses racines toutes réelles, et le premier des deux cas dont nous

avions admis la possibilité a seul lieu.

Au delà de la limite 3.>=j'-, les coefficients de Téquation en x
redeviennent réels, et dans celte seconde série des valeurs admises

du paramètre, jusqu'à .J^ = -hGC, les cin([ racines restent indéfi-

niment des fonctions continues, et ofirent toujours une quantité

réelle et quatre quantités imaginaires dont les valeurs initiales sont

les produits du facteur y/— i par des quantités réelles.

Enfin, considérons le cas où le discriminant s'évanouit entre les

limites Jo = + 00, ,].2=j': t-'t faisons alors décroître le paramètre

variable de -h co à — ce. Tout à fait comme précédemment, nous

trouverons, dans l'intervalle compris cuire les limites + se et/',

trois racines qui seront fonctions continues de Jj. Deux d entre

elles seront imaginaires et la troisième réelle, à cause de la condi-

tion 20 A^ — a'*J3> o. Quant aux deux autres, qui deviennent

égales quand le discriminant s'évanouit, elles seront imaginaires

tant (pie le discriminant D restera positif, et passeront à létat réel

en devenant irrégulières lorsque D, après s'être annulé, de\iendra

négatif. Nous parvenons ainsi ù la liniile .Io=y',avec deux racines

imaginaires et trois racines réelles. Pour suivre ultérieurement les

racines, dans l'intervalle des valeurs exclues, de Jor^y'à Joi=y,

nous ferons encore y = x\/— i, et la transformée à coefficients

réels aura dans toute cette étendue ses racines (onctions conti-

nues de Jo. Quanta leur nature, elle résulte cette fois sans ambi-

guïté des valeurs initiales, qui onVent trois quantités léelles et

deux (piantilés imaginaires produits du lacleiir y — i inulh|ilu'' par

des quantités réelles. Nous savons (|Uf dans ce cas J3 e>l lucessai-

rement négatif.

Enfin, lorsque le paramètre ilécroil de la liniiley à — x, nous

ich'ouxons |niur les ciiui rai'iues «les fonrluMis conlinues. parmi

lesipicllo deux soiil iiiia^iiiaiiH'S cl les Irius autres réelles.
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Deuxième cas. — Les Viil(iir> iidinisi > de .L lonnciit une seule

série dey' ày', el la comlilioii

signilie (iiie le disciiiiiiiiaiil s'é\aii(jiiil dans eel intervalle. Faisant

donc eroilre ]., |)ar degrés insensibles à j)arlir d(; la liniilry, tant

(|u'on n'atteindra pas la valeur — 2~^A-, pour hupiellc D s'annule,

les cincj racines demeureront des fonctions continues, et aucun

eliangenient ne surviendra dans leur nature. Mais, pourD=:o,

deux d'entre elles présenteront alors une irrégularité en devenant

égales, tandis que les trois autres resteront des fonctions conti-

nues jusfpi'à la liniitcy'. En raisonnant comme dans le cas précé-

dent, on \erra (pie la nature de ces trois racines dépend encore de

l'expression 26 A^ — 2" J3, qui maintenant peut être positive ou

négali\e. Supposons-la d'abord positive; c'est admettre dans l'in-

tervalle compris entre y et y' l'existence de deux racines imagi-

naires et d'une racine réelle. Donc, tant que le discriminant, avant

de s'évanouir, restera négatif, les deux autres racines de l'équation

seront réelles el, lorsque D deviendra positif après s'être annulé,

(dles passeront, en devenant discontinues, à l'état imaginaire.

Ainsi donc, dans ce cas, deux racines imaginaires et trois racines

réelles à l'origine J2=:y, et quatre racines imaginaires avec une

racine réelle à la limite supérieure Jj=y'. Maintenant, si nous

faisons encorej)^= x\'— i, pour arriver à une transformée à coet-

lîcients réels entre les limites ^^=J\ .L =— co, d'une part,

].iZ=zj'^ J2= -|-oo, de l'autre, il est clair que dans ces deux inter-

valles les racines j^ ne présenteront plus aucune discontinuité et

demeureront respectivement ce qu'elles sont aux deux origines. Or,

pour Jo =y nous savons avoir, sur les cinq racines x, trois quan-

tités réelles et deux imaginaires; donc, il en sera de même pour

les racines jK- Et, puisqu'il en est ainsi, l'expression 5C- — AB' est

positive; alors, nous en conclurons qu'elle sera négative pour

Jo =y', car le dernier terme de l'équation en u étant

(^yAJ|<'(25A3_-2nJ3),

à cause de A <^ o, les deux racines u sont de signes contraires. Donc,
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les racines^ ))résentant quatre f|iiantit('s imaginaires pour 3.^z=ij\

il en sera de même des racines j'.

Supposons en second lieu

25A^— ^•'J3< o;

c'est admettre trois racines réelles comme fonctions continues dey

à /"'. Alors les deux autres racines, qui sont égales quand D s'an-

nule, seront imaginaires pour D << o, et deviendront réelles quand

\) passera à l'état positif. Ainsi, comme tout à l'heure, deux racines

imaginaires et trois racines réelles à l'origine Jo =7, mais cinq

racines réelles à la limite J2 = /'. Pour ce qui concerne les quan-

tités y = .v\^/—\, de Jo ^y à Jo =— :/o, elles seront fonctions

continues, et, dans tout cet intervalle, présenteront, comme à

l'origine, deux quantités imaginaires et trois réelles. De Jo =^j' à

J2= + xi, elles seront encore continues, mais une seule sera

réelle, les quatre autres imaginaires, et ayant pour valeurs ini-

tiales les produits du facteur y/— i multiplié par des quantités

réelles.

Troisième cas. — Les deux derniers cas j^euvenl se ramener

parla considération suivante aux deux premiers.

Concevons que dans la forme-type on change A et J3 en — A et

— J3, en conservant ]> avec son signe, on vérifiera que les coeffi-

cients A, B, C, C, B', A' de\iendront respectivement

__A, B/^ C, — G'v/^=7, -B', A'v^~:

donc, en mettant à la place de x, x^— i, et multipliant encore

la transformée |)ar y/— 1, on trouvera exactement le même résultat

cpiCn changeant les signes des invariants A cl ,):,. Or les condi-

tions caraclérisli(pies des deux derniers cas, sa^oir

A > o, .).5A*— :5.9.ioJ3< o .1 A ^ o. -.ôA'— !.-.».'«Jj<o,

icproduiscnl
,
parle cliangemenlde signe île A et .l:i. i-eiles des ileux

premiers. Ainsi, du second nous allons déduire le troisième, et du

premier le quatrième, avec ce s(Md changement que tout ce (pu ,1

été dit des quantités x et y de\ra être transporté aux (|u.nitit«''s )'

et x^i X étant toujours 1 inconnue de I équation pi()|)osée. et )'
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dcsignanl .î: y/— i. Cela (Idiiiic les coiicIiimoiis Mii\aiilcs, en com-

mnirant par le Iroisirine eus. Ahirs les valeurs admises du para-

mèli'e fonnciil les deux s('ries de — ^o à y el de /' à +- >d.

Dans la pieinièie des eiii(| racines .r, deux sonl imaj^inaiies v.\

trois réelles; dans la seconde, ipialic sont imaginaires, une seule

est réelle, el, d'ailleurs, dans les deux séries elles restent toutes

Ibnclions conliuues du paraniètre. Pour les racines j', c'est dans

riiilerxallc compris de / à/' (|u"(lles dépendent d'une équa-

tion à coellicienls réels, et deux cas sont à distinguer suivant que

•>.5A'' — :^''J3 esl négatif ou positif. Dans le premier, sur les trois

racines qui sonl fonctions continues de / à /', une est réelle, el

deux sont imaginaires. Quant aux deux autres racines qui devien-

nent discontinues |)our D = o, elles sont réelles si D est négatif,

el imaginaires lorsque D esl |iositif. Enfin, si 25A' — 2"J3 esl

positif, les trois racines qui sonl fondions continues sont réelles,

et les deux autres sonl imaginaires pour D <; o et réelles pour

D>o.

Quatrième cas. — Résumé. — En nous bornant pour abréger

aux racines x, on voit qu'elles seront toutes fonctions continues

du paramètre dans l'intervalle des valeurs admises qui s'étend

dey ày'. Maintenant, et d'après ce qui a été dit du j^remier cas,

toutes ces racines seront réelles si J3 est négatif, deux seront ima-

ginaires et les trois autres réelles si J3 est positif. Ici on ne voil

plus figurer le discriminant; cependant il est bien facile de véri-

fier encore que pour Jj négatif il a une valeur positive et pour

J3 positif une valeur négative. Effectivement, cette condition

Js^ o signifie, d'après ce que nous avons vu dans le premier cas.

que le discriminant s'évanouit entre les limites Jo ^ — ce, J.,=zj:

or, pour des valeurs croissantes du paramètre, il passe, en s'éva-

nouissant, du négatif au positif, et arrive à l'état positif dans l'in-

tervalle des valeurs admises. Au contraire, si J3 est positif, il

s'évanouit entre les limites 3-2= J', J2= -4-^, et a conséquem-
ment une valeur négative dans l'intervalle compris entre y et y"'.

Dans le troisième cas, le discriminant ne se trouve pas non
plus immédiatement en évidence; mais, comme il s'évanouit alors

dans l'intervalle compris dey à y', il est clair qu'il est négatif de

J2 = — ^ à J2= y, et positif de Jo =j' à J2= + o;.
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Ces remarques faites, nous pou sous mainlcnaiiL rapproclier les

divers résultats que nous venons d'obtenir; nous formerons ainsi

le tableau suivant, qui offre l'expression par les invariants fonda-

mentaux du nombre des racines réelles cl imaginaires de lérjua-

tion générale du cinquième degré :

A- -f- 'l' y, < o. .
.

,

trois racines réelles, deux racines imaginaires;

A < o, '^5 A» — "^'.'Mj <o,

cinq racines réelles;

A < o, alA^ — S.a'wJj > o, .»3 A^ — 2" J.j < o,

ciiHj racines réelles
;

A>o, ...,

une racine réelle, quatre imaginaires;

A : o, .."(AS — 3.i'"J:, >o, ';..JAS— v.'Mj > o,

une racine réelle, quatre imaginaires.

On comprend facilement comment dans certains cas le nombre

des conditions a pu se réduire. Par exemple, avec A- -h 2' J^ > o

et A >> o, on trouve une racine réelle et quatre racines imaginaires

lorsfpie 25A'* — 3.2'*^J;} est positif, et aussi lorsqu'il est négatif;

on peut donc ne conserver que les deux premières coiulilions.

l>nlin, nous remar(pier()ns, dans l'un des cas où il y a cinq racines

réelb's, (jik; les conditions

A < o, J3 > o

cnlraiiicnt la suivante
•>.")A:5 — 3.>,'«J3 <o,

(|ir<)n pourra .siip[)riiner si l'on vciil. La simpiii'ité de ces résultais

ne scinble-l-(dlc pas indicpicr que le ibéorrmc de ^T. Slmin. >i

beau tians sa généralité, est loin de fournir rexprossiuu (itliiiilnc

des (•(in(lilu)ns de réalité dos racines des (''(pialii)iis algébriipu's?
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SECTION VII.

Sur la réduite du sixième degré de l'équation générale

du cinquième degré.

Lagrangc a l'ail \<)ir (|ue la ri-soliilion par radicaux dr I ('([iialiou

(lu cinquirme degré dépend, lorsqu'elle est possible, de la déler-

niinalion d'une racine comniensurable, d'une équation du sixième

degré dont les coefficients dépendent rationnellement de ceux de

la proposée. Mais jamais le calcul de cette rcdiiilc du >ixirnio degré

n'a été eflcclive en général. La raison en est que les fonctions de

cinq lettres les plus simples qui n'ont que six valeurs étant au

moins du second degré par rapport à Tune de ces lettres, les coef-

fwîients de la réduite se présenteraient comme des fonctions des

cinq coefficients de l'équation proposée montant jusqu'au douzième

degré, et contiendraient par suite plusieurs centaines de termes.

Or on \a. voir qu'on peut vaincre celte difficulté à l'aide des ré-

sultats que nous avons obtenus sur les invariants des formes du

cinquième degré. Faisons, en effet,

f = (a, b, c, c', b', a') (x, y y
= ci{x — ccy)(T— '^y) (X — -[j )

(x — oy) ( X — ty),

et considérons la fonction suivante des racines

J =rt^(a- p)2(t5-T)-(T— 5)'<5 — ^)'is — ^)'

on reconnaîtra bien facilement qu'elle est susceptible seulement

de six valeurs, et, en second lieu, qu'elle est un invariant de la

forme /. Il en résulte que les coefficients de l'équation du sixième

degré en t seront des fonctions rationnelles et entières de ces in-

variants fondamentaux, A, Jo, J3, car l'invariant du dix-huitième

ordre n'j entrera pas, les degrés par rapport aux coefficients de f
étant multiples de 4-

Ainsi, qu'on représente cette équation en t par

(i), (2), etc. seront respectivement des fondions linéaires des
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(Hiiinlil(''S placées en regard (hins le tableau suivant :

(1) A

(2) A-2 J,

(3) A^ AJ. .1,

(4) y* A2jo aJ:j y]

(5) A5 ASJ, A2J.t AJ| .],.]j

(6) y A'j, A^J3 ^^^l aJoJj j^ J|.

On voil donc qu'on est ainsi amené à un calcul relativement

très facile, et que je me réserve de développer dans une autre

occasion. J'exposerai alors les propriétés de celle équation en /.

qui sont analogues à celles de 1 équation modulaire pour la trans-

formation du cinquième ordre, sous ce point de vue que les fonc-

tions non symétriques des racines qui s'expriment rationnellement

par les coefficients varient ou ne changent pas dans les deux cas

par les mêmes permutations de ces racines. Cette équation en / est

également intéressante en ce qu'elle offre le type dune classe d'é-

quations du sixième degré réductibles au cinquième. La propriété

distinctive et caractéristique de cette classe d'éfjuations consiste

en ce que 1 une des valeurs de ces fonctions des racines qui. sans

être symétriques par rapport à cinq d'entre elles, n'ont cependant

que six déterminations possibles, est alors nécessairement ration-

nelle.

Je ne terminerai pas ces recherches sur les formes du cinquième

degré, sans rappeler (pie mon ami M. Svlvester avait obtenu avant

moi, dans son Ijeau Mémoire sur le calcul des formes, la notion

des invariants du quatrième, du builièiiK^ cl du douzième ordre.

En donnant aux formes du oin(piième degré cette expression élé-

gante

sous la condition
x -\- y -^ z = o,

Al. Sylvester a trou\é pour ces iuNarianl^ b's xalcurs

a'-b- -^ a'^ c- -i- />- f- — ) abc {a -t- 6 -+- c ), a- b- c-{ab -*- ar — br \. a'> b' c

.

{jui sont des fonctions synK'lriques très sinqiles de> \\\n^ élé-

ments rt, 6, C.
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l^iiliii, rin\:ii'i.iiil du di \-liiii I iriiir ordi'c. i|iii joiif un rùlc >i iiii-

norlant d;iiis ma llicoiic, sCsl aussi prc-sciilc'- dans ses rcclierchcs,

('lové au carr('' cl in(li(|uant, lorsqu il s évanouit, I iinpossibililé de

la it'duclKMi ,1 la (oiiuf (•il(''c

<ij-' -r- Ity-' -T- cz''.

l''\|)niiH'' en i( . b. c. \\ a pour \.ilrui'

fc> b^c't a — ) { a — c) [h — ci,

expression encore bien simple, el ijui monLi(.' sous des j)ouils de

vue très diirérenls comment on est conduit aux mêmes notions

analytiques dans celte vaste el lécontle théorie des formes.



SUR LA THKOKÏE

DES

FONCTIONS HOMOGÈNES

A DEUX INDÉTERMINÉES.

Journal de Crelle, Tome ."i'â.

PREMIER MEMOIRE.

Une |)ro|)osilion élémenlaire ol fondaiiicnlalf dans l,i lli('Drie

arilliméliqiH; des formes consisle en ce que, pour un degré donné,

el pour nn nombre donné d'indéterminées, toutes les formes à

coefficients entiers qui possèdent les mêmes invariants sont ré-

ductibles à un nombre fini de classes distinctes. Ce théorème a été

démontré par Lagrange et Gauss pour les formes quadratiques à

(leuxQlix //'ow indéterminées
;
je l'ai étendu ensuite aux formes

(|iia(lr,ili(|ut's ^vne raies, cl à loules celles (pii sont di'coiuposables

(;n facteurs linéaires; ainsi il jiarait bien vrai ilans loule sa géné-

ralité. Mais, pour arriver à l'établir de celle sorte, il faudrait ré-

soudre, dans loule leur étendue, les problèmes suivants, aussi

beaux que difficiles.

Le j)remier, qui appartient à l'Algèbre, consiste à obtenir la

notion complète de ces fondions ralionnelles entières des coeffi-

(îienls, nomuK'es invariants par M. Svlvcsler, d.ms le M'n> piinii-

livemenl attribué j)ar M. Gauss au mot de déterminant

.

Le second, qui est du ressort de rArilhméliipie, consiste à dt'-

cou\rir par quelles substitutions à coefficients entiers on peut

transformer une forme donnée en une auli-e dont les coellicienls

aient des limites, fonctions seulement îles invariants, l^nfiu, il

faut une méthode propre à donner le sjslème complet des forme>
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rédiiilcs, re|)rcsc'nLanl la lolaliu- des classes disliiiclcs pour (les

valeurs assignées a priori aux invarianls.

En me hornanl à la considération des l'oniies à deux ind('Lcr-

minées, j'ai présenté un premier essai sur ces ([ueslions dans mon
Mémoire Sur l'introduction des variables continues dans la

théorie des nombres. \jC principe dont j'ai fait usage fait résulter

<l(' l;i iiirinr analyse la notion des invariants et la théorie arillimé-

ti(jue de la réduclion. Mais, dès le cinquième degré, l'application

de ma méthode devient si compliquée que les résultais généraux

ne se trouvaient établis qu'à titre de possibilité, et il restait à dé-

couvrir une méthode numériquement applicable. C'est ce qui a

été l'objet de mes recherches assidues depuis plusieurs années, et

j'espère j être enfin parvenu, mais j)Our le cas seulement des formes

de degrés impairs. Une dilTérence profonde se manifeste en effet

dans la nature analytique des formes binaires, suivant que le degré

est un nombre pair ou impair. Ces dernières me semblent plus

faciles à traiter; j'ai trouvé qu'elles jouissent (sauf une exception,

celle des formes cubiques) de cette propriét(- arithmétique géné-

rale que, pour un système donné de valeurs des invariants, les

formes des diverses classes sont transformables les unes dans les

autres par des suhslilulions linéaires au délemiinant un, mais à

coefficients fractionnaires; c'est-à-dire, en adoptant la notion pro-

posée par M. Eisenstein, que les diverses classes qui ont les mêmes
invariants ne forment qu'un genre. Les formes de degrés pairs

m'ont présenté de plus grandes difficultés, que dès longtemps je

ne puis espérer vaincre. Mais j'ai remarqué que le cas des formes

biquadialiques se distinguait d'une manière toute particulière,

comme le cas des formes cubiques, par rapport aux autres formes

de degrés impairs. Aussi me suis-je proj)Osé d'en faire une étude

spéciale dans ce Mémoire, en développant à leur égard les prin-

cipes fondés sur l'introduction de variables continues que j'ai pré-

cédemment exposés (Journal de Crelle, t. il). J'offrirai ensuite

avec plus d'étendue et plus de développement la nouvelle théorie

dont j'ai donné une idée sommaire dans le Journal de Mathéma-
tiques de Cambridge et Dublin \^Sur la théorie des fonctions

homogènes à deux indéterminées [Cambridge and Dublin Ma-
thematical Journal, i854)], et qui m'a conduit aux résultats que

je viens d'annoncer sur les formes de degrés impairs.
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PREMIÈRE PARTIE.

THÉORIE ALGÉBRIQUE DES FORMES li I Q U A D R A T I Q L E S .

I.

Sur les invariants et covariants biquadratiques.

Jn ferai usage, dans ces, recherches de la notalion qu'emploie

M. Cajlej pour représenter d'une manière abrégée les formes à

deux indéterminées. Elle consiste à poser

m m — I , „ mm — i , .

(IX'" -H mbx"^-^ V ex'"-- y2 _|_ . . . _; c x- )-'«-2

I . 2
'^

\ . i
-^

-i- mè'.r/'«-'-!-a'j'« = (a. b,c c', U . a'){x,yy",

cl son principal avantage est d'indiquer commodément les opéra-

lions relatives aiiTc substitutions linéaires. Par exemple, si la trans-

formée

AX'« + mBX'«-i Y + '""'~'
CX'«-2 Y^ -^. . .

1 .1

-i C'\-\'"-- -t- m a \\ '"-' — A ^ '"

I .2

a été obleniK' m faisant

.r = aX + 3Y, ^ = yX + oY,

on écrira

{a,b,c,...,b',c',a'^^7i\-h 3 Y, yX -h o Y)'" = (A, B,C,..., C, B', A')i\.Y)"'.

Cela posé, soit

/ — {a, b, r, //, a'){x,y)'*

rexprcssioii générale d'une forme bicpiadraticpir. Irs di"u\ fomliuns

i ^1= aa'— 4 bb' -\- Se-, j = aca ^ •>. bcb'— ab -— n b- — r'.

dont la découverte appartient à M. Gavlev. sont les ini'ariants

fondamentaux dey. Elles jouissent do celte propriété, (ju en sup-

|)0sant

(a, b,c, b\a'}cxx-i- 3^, -[x-^of)^ = (A, B. C. B'. A)(^.r. j-)».
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les (oiiclions sciiil)l;il)l('.s

I = AA'— jBB'-^ MZ-i, J = ACA'-i-2BCB — AB'2 — A'B2 -G3

vérilici'oiil les (''j;alil('s

I - i(oL?j - 3y)\ J =,/ïa5 - Py)"-

I)(; [)liis, elles sdiil hien des iiivariaiiLs fondamentaux; car INI. Syl-

vesler a démoiilié ([ue toute fonclioii rationnelle et entière de rt,

b, c, h' , a' qui se reproduit, multipliée par une puissance du dé-

terminant aô —
l^y,

lorsqu'on j remplace «, 6, c, 6', «' par A, B,

(^, B', A', est nécessairement une fonction entière de i et /. Je

pense pouvoir renvoyer pour les démonstrations de ces proj)Osi-

tions importantes aux travaux des savants géomètres que je viens

de citer, et arriver immédiatement à la notion des covariants de

la forme l>i(iu(idratif/ue.

Et d'abord, je rapj)ellerai qu'on nomme covarian t à'nne. forme

de degré quelconque

f = (a, b, c, . . . . c', b'. a' ){x. y )'"

toute autre forme
o{a, b, c, ... : X, y)

dont les coefficients sont fonctions rationnelles et entières de a,

^, c, . . . et qui jouit de la propriété qu'exprime l'équation

(ao- ^yy^'^(a,b,c,...\ocx-{- ^y,yx^oy) = ç(A,B, C, . . . ; x,y),

les quantités A, B, . . . étant toujours celles qui donnent

{a, b,c, ...,c', 6', a')(aa7-r- 'iyr:^ -^ '^y)'" = (A, B, C, . . . )[x, y)"^.-

Telle est, par exemple, relativement à toute forme/, la forme

\ dx dy dx^ dy'-'

comme Ta démontré sous un point de vue plus général M. Hessc.

Dans la théorie spéciale des formes biquadratiques, le covariant

ainsi obtenu joue un rôle important; nous le désignerons par «•,

eu posant

i4-i f \ dx dy I dx^ dy"-
( b- — ac)x'* -\- i{bc — ab')x^y

-h (3c- — ibb'— aa')x-y- — lib' c — (i'b)xy^ -+- (b'-— a' c)y'*.

H. — I. 23
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A--;

De / el i,'' on lire la notion d'un nouveau covariant du sixième

degré, que je définirai ainsi

a, 'IL
dx dy

dg dg
dx dy

En faisant

/^

h =^{p, q, r, s, r', q', p' )tx,y)\

on aura ces valeurs

p = a-b' — iabc -r-.'-Z/',

p' = — a'-b -^ "ia' b' c — '26'^,

6^ — -^ a-a ^ labb' — 9«c- -~%b^c,

6^' = — a''^a — la'b'b -^9«'c- — 6b'^c,

3/- z= ^ aba'— 3acb' -+-7.b-b\

3r' = —a'b'a-i-'ia'cb —ib'-b,

is = a b- — ab'-.

Il existe entre/, g^ h et les invariants /, j une relation remar-

(juaLle et importante, savoir :

(A) ^g^-lpS-JP-^h''-

M. Cayley,qui m'a communiqué celte relation que j'avais aussi ob-

tenue de mon côté, en a tiré une méthode ingénieuse et très origi-

nale pour la résolution de l'équation du quatrième degré. Comme

cette résolution est un point essentiel de la théorie algébrique des

formes biquadratiques, je vais la présenter sous le point de vue

qui m'est propre, et y rattacher la démonstration de l'équation (A).

II.

Résolution de l'équation du quatrième degré.

Soit, en décom|)Osant en les facteurs linéaires la forme proposée.

(rt, b, c, b', «)(>, 7)* - a{x — y.y){x— ^y){x— '{y){X — iy }.

La réduite du troisième degré s'olùieut, comme on sait, en consi-

dérant la fonction résolvante

t = ai^x-r- ^ — •; — 0),



FONCTIONS II O.M OUI-: Ni: S A I)I;L\ I NDICTIillM 1 NKKS . i')')

(lonl 11 laiil calculer le carré. Or on peul niellrc i- sons celle forme

3 f 2 = ^2 [(a - p )2 + ( a - Y |2 -+- (OL — o)--: -i- (a - 7)2 -+- ( 3 - ^^ .2 - ^; - ,-i

I

-+- ,1«- [(« - ^^) ( ? - V) + (a - T) (P - )J,

(Ton, en posanl

= J- « [( a - ) (
[i - Y )

-4- r a - 7 ) ( 3 — ) J,

cl é\ alliant en lonclion des coeflîcicnls la somme des carrés des

difiértMiees des racines

^2 ^ iG(6?— rtc-+-aO).

Celle quantité 9 que nous avons introduite dépend, conane on

le sait d'avance, d'une équation du troisième degré, qui aurait pour

racines :

^_L«[(a_5)(p-7, + (a-7)(P-8)),

(B) ' 0,= -^«[(a- p)(o-7)-+-(a-7)(r: _p,J,

O-' = -^ «U-^ - ^^) (V - P) - ('^- P) (7 - ^^)]-

Or cette équation s'obtient très facilement par la remarque sui-

vante : Posons

(rt, 6, c, b', a'){^mx -\- \xy^ n.r -+- 'ly )'*

^ (A,B, C, B', A')(a:, 7)^ = k{x— ay){x - by)[x — cy) {x ^ dy ),

on aura ces valeurs pour le coefficient A et les racines de la trans-

formée, savoir :

A = a ( /« — oL/i) ( m — '^n) { ni — 7 /i ) ( "i — on),

7?i — 3/1 m — Y n m — /i
'

a
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slilulion; ainsi les coefficients de l'équation dont elles dépendent

sont des invariants de la forme proposée. Ces coefficients sont

d'ailleurs des fonctions entières de «, 6, c, b' , a' ; donc, d'après la

proposition de M. Sjlvester, ils s'expriment à fonction entière des

quantités ielj. L'équation cherchée est ainsi de la forme suivante :

03 -f- p iO -f- <7J
= O,

et o- étant numériques. En effet, le coefficient de ^1- doit être nul.

puisqu'il n'existe pas d'invariants du premier degré, et les deux

autres ne peuvent être que proportionnels respectivement à ielj.

qui sont les seuls invariants du second et du troisième degré. Pour

lrou^cr p et 7, considérons un cas particulier, par exemple celui

de la forme

on a alors

(i, o, —I, o, o){x, y)*\

i= 3, y = i:

et, |)ar suite, l'identité

(6 _|)2(0^ i) = 65 — 3pO ^ 7.

d'où

p = -i, . = -i.

L'équation en est donc généralement

4 03 — tO-^y = o.

Le discriminant de la forme proposée se ramène immédiatement

au discriminant de cette équation en 9, car on tire des relations (B)

0, — 0, =- M(a — y)(,3 — oj,

6t--03 = \aioL— 0^3 — y),

G, — 63 = L«(a— 3)(o — Y).

donc

(0, - 62 )H0,-03)-^( 02-03)^

= ^ (a - 3.î< a - v'-^'a - o,î( 3 - y)H? - o)!(v -^f^L ,/3 _ .,-y,>.

A I

Celle expression si imporlanle se |>résenlc ainsi immédialomenl

sous la forme rcmanjuaMo (\\\c lui a donnée ^L Cavlov. Dans le
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cas où cll(! csl nri^atÏK'e, deux des racines de la l'orni»; l)i(juadra-

tique sont imaginaires el les deux autres réelles. Mais, si elle est

posili\>e, elles peuvent être toutes réelles ou toutes imaginaires.

En général, le produit des carrés des dilTérences des racines d'une

é(piation de degré quelconque est positif ou négatif suivant que le

nombre des racines imaginaires de cette équation est

is G ou L = 'A (mod. 4 )•

La condition nécessaire et suffisante pour que, r' — ^77" étant po-

sitif, toutes les racines soient réelles, consiste en ce que les trois

valeurs distinctes du carré de la fonction résolvante, c'est-à-dire

les trois quantités

h- — <Tc-HrtOi, b- — ac-f-aOo, b- — ac-r «63,

soieat positives. Or leur somme est

3(62 — «c),

la somme de leurs produits deux à deux est

3(6'^— ac)2— i ia^.

et nous prouverons plus loin que leur produit est un carré; donc,

|)Our qu'elles soient positives, il suffit d'écrire

6- — «c > G, 12(^2 — CIO-— ia^ y- o.

On obtient ainsi, sous la forme la plus simple, et indépendam-

ment du théorème de M. Sturm, les conditions de réalité des racines

de l'équation générale du quatrième degré.

m.

Relation entre les formes /, a'. Ii et conséquences de cette relation

dans la théorie des fonctions elliptiques.

L'équation remarquable qui existe entre la forme proposée f el

ses deux covariants g et A, savoir :

(A) !^g^^ifzg^j-p = hK,

peut être obtenue par plusieurs méthodes. Celle que nous em-
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ployons la rattachera à ce fait bien connu, et qu'il nous reste a

établir, que le produit des trois valeurs distinctes du carré de la

fonction résolvante, qui aura l'expression

t\{b''-— ac — rtO, ) ( h'^ — ac -^ aO^ i( h''- — ac — «63 1

= 1(6- — rtc)3— ia-{ b- — ac) — ja^,

est un carré parfait

.

Parlons pour cela de l'identité suivante :

{a, b, c, b' , a! )i X — by, «X)'*

— fa, o, — a(b''- — ac), a{a^b'—\abc ^o.b^). ia^— '\a(1>''-—acY\\r,y\>,

où le second membre est une transformée par une substitution au

déterminant a de la forme proposée. Il en résulte, pour l'invariant J

de cette transformée, la valeur

Or, en calculant directement .1, on trouve

} = a^\\ (h-i — acf — ia^-ib^ — ac) —{a^-b'— iabc^ ib^f-],

et, en égalant cette expression à yV/". il vient

i(b- — (ic y — ia- i b-— ac i
— /a^ = i a- b' ~ 3 abc -^ ?.

b^ )' :

ce qui démontre la proposition annoncée.

L'équation ( V) s'en déduit de la manière suivante :

Posons

(a, b, c, b', a' }{ m.r -r- \iy, n.r — / )- i* = . A. B. C, B', A';(.r, y y

.

m et ji étant des quantités arbitraires, et |j. et v étant telles que le

déterminant de la substitution est

m V — // ;ji = 1

.

Relativement à la transformée ainsi obtenue, nous aunms

4( B2 — AC)'' - tA2(B2 — AC) -yA3 ^ i A2 B— j ABC -^ 2B» i^ :

car les invariants / et j seront restés les mêmes. J'ajoute (]u»' les

quantités
A, B^— AC. A'-B'— 5ABC-^ iBî
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devicridronl rns|)(îclivt;in(;nl /, f(^ h, en y inollanl m et n an lieu

do X cl y, do sorlo qiio nous tomberons précisémonl sur la rela-

tion à démontrer.

Soil ou oll'ot '^{(t^ b, <\ l>\ o' \ -^,,7) l'une quelconque des formes

fi bi ^' ' ^^ov\fi aurons, comme il a été dit (J^ T), la relation caracté-

ristique |)0ur les covariants

{ Di'i — «ij.i'^ (i(a, b, c, b', a'; nix -+- <xy,nx -r- wyj — o(.\, B, G, B', A'; .r, y),

ou soiilcinout

(&(</, b, b, b', a' ; mx ~- \xy, nx -~- v^) = s( A, B, G, B', A'; x, y),

puisque le déterminant de la substitution est Vanité. Faisons, dans

cotte idonlilé,

X = \, y = o.

le second membre se réduira au coetticient de la puissance la plus

élevée de x, c'est-à-dire, en supposant successivement

aux quantités
A, B2 — AG, A-^B'— 3ABG + 2B3.

Or, dans les mêmes circonstances, le premier membre représente

les formes /, g, h lorsqu'on j met les quantités arbitraires m et n

au lieu des indéterminées x et y, ainsi que nous voulions le dé-

montrer.

La relation

trouve une application immédiate à la théorie des fonctions ellip-

tiques. Mettons-la sous la forme

/' //
^\//-^^.7^^'-^'

en divisant par/^ et extrayant la racine carrée des deux membres.

Considérons ensuite l'indéterminée x comme une variable indé-

pendante, et faisons

y= i:

il suit du principe algébrique de Jacobi pour la transformation



36o OELVRES Di; C II A KL i: s IIEKMITI-.

des intégrales elli[)liqiies (jiie la substiUilion ralionnellr

(^2 — ac ) x'* -f- ?Abc — ah' )x^ -f- (3c'^— ihh'~ aa' )x-

-^ 9, (h' < — a' h ) .T -4- f 6'- — aV I

''
i a, b, c, b , a )( X, ly

donnera

dz /' clx

f ^. = M

M étant une constanle. Mettons encoie :; 4 au lieu de z-, l'intégrale

sera ramenée a la suivante

dz

/ y/p.

désignant la constante H- • Ainsi nous avons la réduction de lin-

légraie elliptique la plus générale à une autre jdus simple où n entre

qu'un seul paramètre. Et Ton voit immédiatement que toutes les

intégrales, liées à la proposée

dx

n./ , ,
,/\

y ( ((, b, c, b', a ){x,j

par une substitution linéaire (pielconquc

m X -^ u
^ = —^

conduironl absolument à la même inlé^rale rc'duilc, le rai)i»orl 4
conservanl hi méuie valeur dans loules ces Iranslormées.
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SECONDE PARTIE.

rnÉouii: au ninirniQUK des FOiniHs mot adr a tiqlks.

J.

De la forme quadratique sur laquelle repose la théorie

de la réduction.

Je considérerai spécialemcnl, dans ce (jui va suivre, les formes

bl(juadrallqucs à racines réelles, et je me propose d'exposer à leur

égard Tapplicalion de la méthode générale que j'ai donnée dans mon

Mémoire Sur Vintroduclion des variables continues dans la

théorie des nombres. CcLle application aurait dû trouver immédia-

tement place à la suite de ce Mémoire, mais alors je n'avais pu en-

core réussir à lever plusieurs difficultés dont la solution sera main-

tenant très facile en se fondant sur les l'ésultats que j'ai donnés ici

dans la première Partie. Dans une autre occasion j'essaierai de

traiter aussi les formes biquadratiques qui ont des racines ima-

ginaires et qui me seml)l(>nl devoir donner lieu à une étude inté-

ressante.

Soit, comme précédemment,

f— { a, b . c, b\ a ){x, y )* — a{x — xr i (.r — 3 r )(x — '(y )(x — 5j- )

les racines a, |i, y, o étant réelles. Le principe ariliiméliquc de la

théorie de la réduction repose sur la considération de la forme

quadratique

çp = tiyX — %y )- -T- ('

(

X — ^y )"- -i- f" ( X — '(y )- -l- t'" ( x — oy )i
,

où les quantités t, t' , t" , t"' sont des variables réelles et positi^'es.

Nommons A {'invariant de cette forme et S la substitution à coef-

ficients entiers propre à la réduire pour un système donné de va-

leurs des quantités t. En effectuant dans/* cette substitution S, on

aura une transformée

F = (A, B, G, W,k'^{x,y)\

dont les coefficients vérifieront les conditions sui\ antes

(rt) AA < —; —nr~ii,> BB < —— —r^:-?,,? G-
144 tt'fi" ^ i44 tt'ft'" 144 tt'ft"
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qu'on doil considérer en valeur absolue. Ces conditions, que j"ai

données dans le Mémoire précité (§ V, i'^), conduisent à consi-

dérer atlenlivement la fonction

«^ ^^

tt' t"t"

et à recherclior les valeurs réelles et positives des variables t pour

lesquelles elle prend la plus petite valeur possible. J"ai étal)li que

ce minimum avait une valeur constante dans toutes les transformées

équivalentes à la forme proposée, ce qui m'a permis de la prendre

comme définition de l'invariant de la forme biquadratique. J*ai

démontré aussi que C2 devenait un covariant de/, lorsqu'on v rem-

placerait /, «',... par les valeurs spéciales qui fournissent le mi-

nimum de T. Ce sont ces diverses conséquences de ma mélbode

générale que je vais développer seulement pour le cas j)articulier

des formes biquadratiques. Je les ferai précéder de ces deux re-

marques :

Premièrement, aux inégalités

AA'<J-T, BB'<,-J^T, C2<-pLT

oïl peut joindre les suivantes

AB'2<-^T^ A'B2<-^TS

qui se tircuL de la même analyse, afin, par exemple, d obtenir une

limite |)Our le coefficient B, si l'on supj)ose B'=o, l'inégalité

BB'<;j|jT ne pouvant plus alors être emplovée. On généralisera

très facilement cette remarque, qui est essentielle pour prouver

qu'il n'existe (pi un nombre fini de formes 1"\ dont les coefficients

vérifient un pareil système d'inégalités. Dans le cas présent, il n y

a à faire d'autre restriction que de supposer qu'on n'ait jamais si-

multanément

A — o, lî — o ou A' = (I. B' = o.

c est-à-dire (pui la lorme (pi.idr.iticpu^ n a |)as cb' racines doubles.

comme on le \oil aisément. Il est ilailleurs inutile d'exclure le cas

des racines commensurables, qui pourrait donner A ou A'= o.

La seconde observation qui me reste à faire est relative à celle

t»pér,ilion antlimt''ti(|ue de la rcMluelion de l.i lorme (piadiMlnpie -ç.
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[xmr Ions les syslrilios (!<• v;ilciiis des \aii;ihk'.s /, l\ t", /'", qui

joue un rùlc esscnlicl dans ma iiicLliodc. Disisons celle forme par

le coelficienl du premier lerme, de soric (lurlU- devienne

en posanl

^ "
t ^ t' -^r t" -^t" ^' ~ i -r i' -^ t" -1-

r

Au lieu des quanlilés /, on pourra faire varier ç el y,; alors, ce qui

caraclérisera, pour une forme donnée, Topéralion dont nous nous

occupons esl l'élenduedes valeurs que pourront recevoii' ces nou-

velles variables lorsque les quanlilés passeronl par lous les états de

grandeur. Or la forme analytique de ^ elr, rappelle immédialemenl

les expressions connues pour les coordonnées du point d'applica-

tion de la résultante d'un système de forces parallèles. Considérons

donc sur un plan quatre points A, B, G, D rapportés à des axes

rectangulaires, el ayant pour abscisses a, ^, y, o et pour ordonnées

a-, [3-, y-, 1-. Le quadrilatère ABCD sera inscriptible dans une

parabole, comme on le voit aisément, el par suite sera convexe.

Si donc on applique aux divers sommets A, B, C, D des lorces pa-

rallèles el de même sens, respectivement représentées par t. t\

t", t'". le point d'application de leur résultante sera situé dans son

intérieur et y pourra occuj)erune position quelconque, suivant les

valeurs des composantes. Les quanlilés ç et r, rej)résentenl donc

les coordonnées d'un tel point; ce qui donne une image très nette

des divers états de grandeur par lesquels elles devront passer pour

correspondre à toutes les valeurs possibles que doivent prendre les

quantités t^ t' , l", t'" dans la forme 'j.

Détermination du minimum de la fonction T.

On trouve aisément pour l'invariant de la forme quadratique o

l'expression

A = f /'( a — 3 )-2 — tt'\ X — 7 )•- -I- tt"'{ x—lf-—t' t"{ 3 — Y )-

-^ /'/"(, 3 — 0)2 _ t"t"'\ Y
— 0)-.
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Cela posé, formons les équations

clT dT clT dl
--y- =0. -rr ^^ o, 1-,, = o, -T-TT, = o;
dt dl' ' dt" ' dt

on verra qu elles se réduisent aux suivantes :

dl , dl .. d\
. ,„ d\

dt
' dt

'

dt' dt'

Maintenant prenons la somme de deux d'entre elles et retran-

chons-en la somme des deux autres. Il résultera de là trois combi-

naisons linéaires distinctes, que voici

tt'{ 7. — 3 )"- = t" t"'( 7 — )2, tt"( Cf —'(f- = t' t"'( ^ — )2,

tf'i'x — 0)2 = 1 1"{^ — Y)--

Avant d'en écrire les diverses solutions, faisons cette substitution

t= TT-,
—^

-, ^' t" ^

t'

(p — aj(;i— Y)(p-o) (0 — a)(o — ^)(o_-;;

il viendra plus simplement

Cela posé, comme nous avons seulement à déterminer les rap-

ports des inconnues, prenons par exemple 7=1. On trouvera ces

quatre systèmes de valeurs :

i:::;; (:::;; (::::; i;;::;

Or il est essentiel de rechercher celui qui donne pour/, t\ t'\ t'"

des quantités positives, comme l'exige la question. Supposons à

cet efTet, que a, {i, v, représentent les racines de la forme bi(pia-

dratique, rangées par ordre décroissant de grandeur. Il est aisé de

voir que le premier système conduit seul à des solutions po^/V/ce^,

et (pie les trois autres doivent être écartés. Eirectivemenl, si l'on

fait |)Our un irislanl
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les (|iKiiiliU''S t ;iui'()iiL alors j)Oiir \;il(Mirs

cl l'on sait l)i<'ii ([uoii ohlicnl des résultats alternativement posi-

tifs et négalils, on substituant dans la fonction dérivée la série

constante des i-acines. Nous sommes donc conduit à cette expres-

sion remarquable de la forme quadratique cp, que nous écrivons en

inlroduisant le facteur -, savoir :

I r
(

.7- — '/ )' )- (X — Pjk )- {^— ^{yY ^^ — ^.x
)'

et il nous reste à former son invariant A, afin d'obtenir la valeur

minimum de la fonction ï.

Les quantités \ et '/i, dont il a été question précédemment, re-

présentent pour cette forme o les coordonnées du point d'intersec-

tion des diagonales du quatrilatère ABCD.
A cet effet, nous observerons qu'on a, par une formule connue,

d où résulte cette autre expression de es :

_ 2 r(.r — ai')'- (x — 7.}')'-n

'^ " al y'ix)
"^

-/(YJ J

'

Or on en tire sans difficulté

^ ^ _j_
(g — -;)-

On a d'ailleurs

f t' t" t'" =: ^ ^

donc

et, en supprimant les facteurs communs,

T= i6a'-(a — y)M?— <^)'-

Nous retrouvons ainsi les invariants fondamentaux des formes
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iDiquadra tiques, comme coefficients de l'équation du troisième degré

qui déterminerait T en fonction de a, 6, c, 6', ci! . Au fond, c'est

Téqualion en 9 que nous avons trouvée dans la première Partie, en

traitant la résolution algébrique de ré(jualloii du qiialrième degré,

qui se présente de nouveau. Nous avons, en eU'et, trouvé

donc
T ^ i6=(0, --62,)-;

c(î (pil peut s'cx|)riraor en fonction entière de la troisième racine O3.

Les consid(''ralions suivantes vont nous conduire aux covariants g
et /i, de sorte que le système complet des éléments analytiques de

la théorie des formes biquadratiques résultera naturellement des

principes sur lesquels nous avons fondé la théorie arithmétique

de la réduction.

m.

Expression par les coefficients de / de la forme quadratique 9
qui correspond au minimum de T.

Nous allons d'abord vérifier a poaleiiori (\\\^' la forme

_ I Vir — "xv )- {x — p v)2 Cr — ; r)'- (.r — 07 1- 1

qui correspond ainsi au minimum de T, est un covariant de f,

comme nous le savons par la théorie générale. Soit à cet effet

{a, />, c, />', a' ){ nix -~ \j.y, n.r -+- vj')*

/\
— {\, l>, G, li', \')[.v, yY' — A(x — ay)(x — by) {a- — cy)(.r —ij)

et $ la même forme que '^ par rapj^ort à la transformée

(A, B, G, B', A'))^,^'V..

En posant

X ( ,r ) = (.r — a ) (:r — b ) (
./• — ()(.r — r>),

on aura

cil — 1 r
(•^' ~ ".''')'' _ ( -g — ^\y y- (x — cy)- _(•»•— 1> )' ")*

1"^aL X'(u; X'(l'}
"^

\\() X'(l.) J*
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Or, au iiio^cn des valeurs doiiiH-cs t
jirciuiriN! l'ailic, § Il riuiir A,

II, l», C, l", on t i'iiii\('r;i iiiiiii(''(li;ilcm('riL

///./• ~~ [xj- - ol( /ij- -t- vj'j = (m — oc/i ) {x — rtj'),

ma- -+- [xj- — p ( nx -;- yy ) = ( »i — ^n) (x — by ),

nix -t- \>.y — Y ( «a? -+ ^ly) = {m — '[n) (x — cy ).

nix -+- iiy — >j( nx -+- vj' ) — (m — on } ( x — î) / j

cl

(ni — tn)^- i

a-/'((x) AX (a) ^ ' ^ '

( m — j3 /O- i

;-/'{j3) AX'(b)
( mv — 'ijj"-;'^

«l'i^O A\'(c) ^ ^' '

(m — ^ n)" 1

trou résulte qu'on obtient

I /nv — /i fj. V <^,

en mettant dans cp, mx -+- \xy et nx -t- v^ au lieu de x ct^.

Cela posé, pour évaluer es au moyen des coefficients de j, nous

observerons que la fonction résolvante

varie ou conserve sa valeur pour les mêmes permutations des ra-

cines a, ,3, Y, 0, que la forme cp, de sorte que, suivant l'expression

de Lagrange, on a ainsi deux fonctions semblables de ces racines.

Or nous avons précédemment obtenu (première Partie, § H) le

carré de la fonction résolvante en fonction de la quantité B, d'où il

suit (pie le carré de o s'exprimera rationnellement par les coeffi-

cients de la forme proposée / et celte même quantité B. Mais il

importe de fixer avec précision celle des trois quantités que nous

avons désignées par 8,, Qo, 83, qui entrera ainsi dans l'expression

de cp'-. Et, d'abord, les trois valeurs

(a+^-Y-oVi, (a-^r:--Y_^)-2, ^a + Y -3-3)2

s'expriment respectivement par Q,, Oo, B3 ; c'est donc la racine 0:t

que nous aurons à employer, et qu'il faut essayer de caractériser,

de manière à la faire reconnaître sans ambiguïté.
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Ra|)|)olons. à cel effet, les relations

0,_02= i.afx — Y)(? — 0), 0,--03= la(y.~ o)(3— -;),

Gomme nous avons supposé les racines a, [i, v, o rangées par ordre

décroissant de grandeur, on voit qu'on aura

0, — 02>O, 0,— e3>0, O2— 03<O,

si le coefficient a est positif, et, s'il est négalif.

fti— 02<o, 0, -03<o, 0. — 03>o;

donc, dans les deux cas, 83 est la racine moyenne, comprise entre

les deux autres ()) et Qo-

Ce point important établi, voici comment on obtiendra cp'-. De

la seconde des expressions précédemment données, savoir :

ix — y.y )- {x — YJ^')^ 1

/.''.^'
' X'^ï)

on conclura aisément

— 1

^ a2 (a — 3 j ( — Y '•( îc — ^ M' Ji — y)

Le facteur irrationnel

«^(a-;i)(8-Y).(^ — o)(?^-Y)

est un invariant, comme égal à

8(e,-03)(0, -Os)'

ainsi la forme |)liis simple

(1;= [rt(a — (3 -^ Y
— ^)' «(3o — av», a(a3Y-^ xvo — a,3o — PyS)!!-^»^ '*

sera un covarianL de /, aussi bien que .i. Or le carré de son pre-

mier terme s'obtient de suite par la formule

rt-(a -f- Y — ? — ^)"" = 16(62 — ac -+- aOs).
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On eu coiicluL le rcsulUil suiViiiiL, aii(|iicl nous xoiihons |>ui-

venlr, savoir :

/étant la forme proposée et g le covariant dont nous avons donné

la définilion au commencement de ce Mémoire. En eflet, on peut

dire en général f|uc deux covariants d'une même forme, qui ont

leurs premiers termes égaux, sont par cela seul nécessairement

i(lcnll(|ues. C'est une consécpience immédiate de ce que nous avons

établi (Première partie, § 111), en déduisant les fonctions /, ^et h

seulement de leurs premiers termes

rt, b- — ac et a^b'— "iabc-^-ib^.

Nous sommes ainsi ramené par une voie nouvelle à la considé-

ration du covariant g, et aussi à la selation importante

4 0.3 __ ifi^r ^jp ^ 4(^ ^6,/) (^ + e,/; {g H- (hf) = hK

Chacun des facteurs

^- + 0,/, g + a,/, ^--63/

se trouve être en effet le carré d'une forme quadratique analogue

à <];. (Cette propriété a été aussi obtenue par M. Cajlej, qui m'en

a donné récemment communication; elle est le point de départ de

la méthode de résolution de l'équation générale du quatrième degré,

dont j'ai parlé au commencement de ce Mémoire.) Ainsi leur pro-

duit est bien un carré parfait. En même temps, nous obtenons la

décomposition en trois facteurs du second degré du covariant h,

d'où l'on peut conduire la résolution de l'équation h = o.

IV.

Des questions arithmétiques dont les résultats précédents

donnent la solution.

Etant proposées deux formes biquadratiques f el f, on pourra

reconnaître si elles sont équivalentes, ou non, en calculant leurs

transformées réduites F et F'. Pour obtenir ces transformées ré-

duites, on formera l'équation en 8, qui sera la même pour f elf;
H. — I. 24
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car on doit d'abord supposer à ces deux formes les mêmes ima-

rianls. Cela fail, on choisira la racine moyenne de cette équation

en f), et Ion en déduira les deux formes quadratiques 'l et 'V. en

extrayant la racine carrée des fonctions

La réduite F s'obtiendra en effectuant dans y la substitution à

coefficients entiers et au déterminant un, propre à réduire •!/, et la

réduite F' en effectuant dansy la subslilulion propre à réduire -V.

Maintenant il suit de notre théorie : la condition nécessaire et suf-

fisante pour que f et f soient équivale/îles est que F et F' soient

identiques.

En second lieu, si Ton propose de calculer le système complet

des formes réduites qui ont les mêmes invariants ietj\ on déduit

de la valeur minimum de T, ci-dessus obtenue, savoir :

T = \6H^i — (h)--

où Hf et Bo désignent la plus grande et la plus petite racine de

l'équation en 0, la règle suivante :

On calculera tous les systèmes de nombres entiers A. B, C.

B', A' qui vérifient en valeur absolue les conditions

AA'<(;)2(0,-0,)'^ BB'<^^;)2(6,-1,)-, C'< >-(0, - 0, ,,

AB'^< (1)3(0, -0^)3, A'B2< ^A)3(0,_0,p.

Ces systèmes, en nombre évidemment Jini, donneront autant

déformes F', F", F'", On choisira les réduites destinées à

représenter définitivement les classes distinctes de mêmes in-

variants, en calculant les formes quadratiques ^'(F-rO;, G).

^/(F'-4- B3G'), . . . et conservant seulement celles des formes "F,

F', ... auxquelles correspondront ainsi des formes quadra-

tiques réduites, où le coefficient moyen ne surpasse pas celui

de X-, qui lui-même ne doit pas surpasser celui de y-.

Dans une autre occasion, j espère pouvoir présenter des appli-

cations numériques de cette théorie; je me bornerai maintenant à

rcinarcpier cette circonstance que, j)0ur les formes quadratiques à

facteurs réels, linvariant / est essentieUement limité j^ar la \alour



KONCTioNS ii()M()(;|':m:s a ninix i mh';ti;u.m i m':i:s. 371

(loniidc'de /. Elloclivcmenl, comme le discriminanl r' — '*^'jj' <Joil

èlrc posilil", 11 faiil (ju'on ait y" -< j, t'' ; on peut donc dire que

toutes les formes l)i(|u ulraliqucs à racines réelles

/^
'

( , b^ c, b' , a' )( X. y)'-,

pour lesquelles la loncLion aa'— \bb' -^ 6c' a une valeur donnée,

sont réductibles à un nombre fini de classes distinctes.

Paris, juillet iSJ/i

.
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FONCTIONS HOMOGÈNES

A DEUX INDÉTERMINÉES.

Journal de Crelle, Tome o2.

SECOND ME3I0IRE.

Dans mon premier Mémoire, qui a j)Our principal objel rélucl»'

(les formes biquadraliqiies, j'ai eu soin de considérer séparément

la théorie algébrique et la théorie arithmétique de ces formes.

Relativement aux formes quadratiques, une pareille distinction

serait inutile, en raison du petit nombre de notions algébriques

qu'il est nécessaire d'établir comme base des considérations arith-

métiques. Mais, dès qu'on s'élève aux formes binaires de degré

quelconque, on voit la théorie algébrique prendre un développe-

ment inattendu et digne du plus grand intérêt. En effet, en pré-

sence des éléments analytiques nouveaux dont elle manifeste

l'existence, les notions les plus simples et les plus faciles qui

nous sont requises par l'étude des formes quadratiques viennent

alors s'offrir sous un tout autre aspect, et parfois, donnent nais-

sance à des notions nouvelles. Je me propose d'en montrer ici un

exemple, en traitant de la distribution en ordres des formes cu-

biques et bi<iuadratiques.

M. Eisenslcin, dans son beau Mémoire intitulé : Xous'caux

théorèmes d^Arithmétique transcendante, publié dans \c Jour-

nal de Crelle, l. 35, a déjà remarqué que la présence des formes

adjointes, dans la théorie ch\s formes (piadratiipies ternaires.
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coiuliiiSiul à liiirc- reposer l;i iIinI n lin I khi en ordres do ces formes

Mil' un |Hiiiei|>e MOI i\ eau el (lill(reiit de eidiii (juc M. Gauss a donné

|ioui- les loiiiies hiiuiircs. AOus allons voir que, pour les formes

(ul>i<iiies el hi<iU(i(hatiqaes, le |)rincipe de M. Eisenslein va lui-

même se pr<''senlei' sous un pnir plus ('leiidu, et conduira à Li'ois

subdivisions dilléreiiles de la lolalilé des loiiiies <pii possèdent les

mêmes invarianls fondamentaux.

C'est là d'ailleurs un résultat qui appartient en propre aux formes

dont nous parlons; de sorte que la forme du cinquième degré et

celle de degrés plus élevés donnent lieu pour la distribution en

ordres à des considérations toutes diflercntes. Plusieurs autres

faits se présenteront, comme nous l'avons déjà annoncé dans la

suite de ces rechercbes, pour manifester dans des circonstances

variées cette différence de nature qu'on rapproche naturellement

de cette différence analytique si profonde, entre les racines des

équations des quatre premiers degrés, qui s'expriment par simples

radicaux, et celles de degrés plus élevés qu'il est impossible d'ob-

tenir de cette manière.

Dans l'espérance que de j)areilles considérations intéresseraient

peut-être, j'ai développé, avec détails, l'application aux formes du

cinquième degré des propositions algébriques générales sur les-

quelles reposent la distribution en ordre des formes binaires. Plu-

sieurs des résultats qui se présenteront dans cette application se

retrouvei'ont d'ailleurs et joueront un rôle important dans l'étude

spéciale des formes du cinquième degré, à laquelle je consacrerai

prochainement un nouveau JMémoire.

T.

Principe de la distribution en ordres des formes binaires.

Il est un point de vue sous lequel la notion des ordres de classes

quadratiques de même déterminant s'étend immédiatementà toutes

les formes, quel que soit leur degré et le nombre de leurs indé-

terminées. Ainsi, en ne considérant que les formes binaires et leur

appliquant la méthode suivie par M. Gauss dans le § 226 des Dis-

quisitiones Arithmeticœ, on peut nommer primitives toutes les
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lorinos

f'- {a, b.c, .. .)(x, yyn

(le mêmes imarianls, dans lescuielles le plus grand commun di-

viseur de a, b^ c, . . . est l'unité. Cela dit, l'ordre proprement

primitif sera défini comme réunissant toutes les formes dans les-

quelles le plus grand commun diviseur de

, ni.ni - \

a. inb, c, ...

sera l'unité, et ensviite on oI)liendra autant d'ordres impropre-

ment primitifs que le plus grand commun diviseur de ces mêmes
nombres pourra recevoir de valeurs distinctes.

Maintenant, si l'on passe aux formes

F=.(A, B, C. ...){x,yy-,

dont les coefficients A, B, C, ... ont un plus grand commun di\i-

seur 0, on pourra les nommer dérivées des formes primitives

Cela posé, pour chaque valeur de o, on aura un groupe de formes

dérivées, dont la distribution en ordres siii\ ra immédiatement celle

des formes primitives qui leur correspondent. Rien de plus facile.

on le voit, que cette première extension des principes de M. Gauss

(juil nous a suffi d'indiquer en peu de mots. Mais, dès qu'on con-

sidère d'autres formes que les formes quadratiques à deux indé-

terminées, on voit intervenir de nouveaux éléments analvticpies qui

jouent dans toute la théorie un rôle essentiel; ce sont les formes

adjointes et les formes nommées cot77/m/?/5 |)ar M.Svlvesler. Ces

deux genres de formes ne sont pas essentiellement distincts, comme
on le sait, dans la théorie des formes binaires ; ils se ramènent aux

seuls covariants, dont je crois devoir encore rappeler la propriété

caractéristique.

Soit
^

/ = (rt, b, c. . . .\{T^ vV'"

une forme binaire, et supposons (pion ail idtMilitjuemenl

(fl, 6, c, ...K^x-r-l'y, r^x^r;jy" = {X, B, C, ...)V,r)"''
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on (loiiiicra le iioiii de ('avariant de /'à l(»iilr lonclioii

oTa, h, c. ... ; x, y)

rulionncllo «-l oiillèrr en «, 6, r, ...; x^ y, qui salisfail à la con-

dition

'^) {\-r;—-r,'-:,'f':^{a,b,c....\^x ^'z^'y, -ria.' — r/r) -- o(A, B, C, ...; a?, J).

l'exposant de la puissance à laquelle est élevé le déterminant de

la suhsiiliilion çy/— r,ç' étant entier et positif. Cela posé, il est

bien lacile de reconnaître que le [)lus grand commun diviseur des

coefficients d'un covarianl quelconque cp, de la forme /, sera un

élément numérique, caractéristique de la classe entière à laquelle

apparlicnt cette forme. Nommant, pour un instant, 'J une expres-

sion semblable à '.:>, mais se rapportant à une forme f arithmé-

tiquement équivalente à /, il suit de léquation (A) que o et 'i'

seront elles-mêmes arithmétiquement équivalentes et auront né-

cessairement le même plus grand commun diviseur pour leurs coef-

ficients. L'ensemble des classes /,y"i,/2;..., qui ont les mêmes inva-

riants, peut être ainsi divisé en ordres en appliquant le principe

même de M. Gauss, tel (|ue nous l'avons présenté tout à l'heure, aux

covariants o^ '^,, cso. ... qui leur correspondent respectivement.

Et, par là, on voit s'offrir autant de divisions en ordres que de co-

variànts distincts, de sorte que l'idée arithmétique très simple, qui

nous a été donnée par la théorie des formes quadratiques, reçoit,

par le fait de l'existence des divers covariants, un développement

aussi intéressant que difficile à suivre. On est conduit en effet à

ces problèmes, sources de belles recherches analytiques :

I " Trouver tous les covariants des formes d'un degré donné.

ii° Trouver comment dépendent des invariants fondamen-
taux, les diviseurs d'un covariant ciuelconque, qui fournissent

les caractères dhine division en ordres, relative à ce covariant.

3° Comparer entre elles toutes les divisions en ordres qui re-

posent sur la considération des divers covariants.

C'est la solution de ces questions que nous nous proposons

d'offrir pour les formes cubiques et biquadratiques. Elle se

fonde principalement sur les propositions générales que nous

allons établir.
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II.

Propositions sur les covariants des formes binaires.

Première proposition. — Soient g et h deux covariants quel-

conques de la forme

f=^{a, 6, c, ...)(a', j)'",

de sorte qu'en faisant

(a, b, c. ...î(kx — y.y, lx-^\y)'" =^ {\, B, C. . . . i('r, 7)'"

et, pour abréger,
o) = AX — •/./,

on ait

( I ) w^g{ a, b,c. . . .: kx -^ v.y, Ix — \y) = g(k. B.C. ... ; a:, j),

(2) ujt/ii a,b,c, ... ; kx -+- /.y, Ix -f- ly) — A(.\, B, G, . . . ; x, y).

Je dis qu en posant

(3) g{a,b,c, ...; a^X-^Y, jX-i-^Y) = e(a,6,c. ...x„y,\,\u

on aura 1 idenlilé

(4) w^0{<7,6.c. ...: kx-^y.y, ^j-— X v. X, eu'-*-' V) ^ fj(.\, B, C. ...: .r.r. X, Y >.

Ainsi les coefficients des divers termes en X et Y dans celle fonc-

tion se vérifieront de même nature ijue (i) et (2), et seront dès

lors des covariants de /.

Soil

^ = X\r -r- /.j', T, = Ix — X r,

Il = xX — T-Y, V =y\- 1;
dy -^ ox

nommons U et V ce que dexiennent respectivement u et i- ipiand

on remplace les coefficients a. b. c (pii entrent dans la forme //.

par A, B, C de sorte (pie

(S) u = .x-'""-^-°'':--""'y'v. v^rx^''''^''-^-""'-^v,
^ ' Oy Ox
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je vais ('lal)lir coiiinu' leililiK' (|ii on aiiia

((n

i > ,. . .
o/i(a, b,c, ...;;, r,

) .,

i /> U — y.\ - ^X. - w<^> — ' '
.

^-^-^ Y,

1
(>r,

/LJ -r^XV r:^TlX-f-CO'
j
dh{a, b ,c, .^^; ^,jrj

^
di

J"observe pour cclu que lidcnlilé {.i), ou, ce (jui revient au

même, celle-ci :

LoUi^a,b,c. ... ;$, r, ) = /<(A, B, C. . ..; x,y),

donne, par la difl'érentialion,

dfi(\,n,C,...;x,jr) J, Oh{a, b,c,...\lr, )
ôh(a,b,r

dx
\

o\(7) Or^
-^]

, -d/i(A,B,C,...:37. r)m \
—

Oy

ùli(a,b,c, ... ; ç,r,) i)/i(a,b,c,... : l,r,)'\

ô^i .1

Or les équalions (5) donnent immédiatement

AU ~-y.\ = t/..r — xk)X
" dh(\, B,G, ... : x,y) _ ()/t(A, B, G, ... : .r,r)

dx ày

lu ^l\ = (Ix — ly) X

, (9/!(A,B, C, ... : x,y) __ dh( \,B,C. . . . : x.

dx ôy
^]y.

et. en subsliluanl les valeurs des deux dérivées partielles que

Iburnissent les équations (7) et (8), il vient précisément les équa-

tions (6) que nous nous |)roposions d'établir.

Cela posé, revenons à la relation (i), que nous allons reproduire

en écrivant U et V au lieu de x ety, savoir :

9) io^^(a, 6, c; ...; AU--y.V,/U — XV) = ^(A,B,C. . . . : U, V),

et à la relation (3 ), par laquelle est définie la fonction 9,

(10) »'(«) t>iC: '• ", ^ ) = ^(«) b,c, . . . : x,y, X, Y i.

Si, dans cette dernière identité, nous substituons A, B, C, ... à

a, b, c, .... il faudra aussi mettre U et V au lieu de u et c, et il

viendra
^(A, B,C. ...; U,V) = efA,B,C. . . . : ^r,^. X. Y .
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ou bien, à cause tic; rt'(|iialioii (9 ),

io^A'ia,b, r. ...: /U ^y.\, /U-+-X^•) = Of A,B, C. . . . ; x, y. X, Y;.

Mainlenaiit, il résuUe du Icmnie précédemmcul élaljli é(|ual.6)

que

(|ui euLrenl dans le premier membre, souL ce <[ue deviennent res-

j)ecLivement u et v lorsqu'on y remplace a: etjj^par ^ et y,, et qu'on

mulliplic Y |)ar (,)''+'. L'expression

ffia, b, c. . . .; AU -i- -/.V, lU — XV)

n'est donc autre chose, en vertu de l'équation (10 ). que

(>(a,h,c, ... ;
ï,rj,X,ojf+iY),

et nous obtenons de la sorte la relation (pie nous voulions établir,

savoir :

w^O(rt, b,c. . . .\ ï. r^, X. w'+n )
z= 0(A. H. C. . . ; t. y. X, Y).

On peut aisément juger, par cette première proposition, de la

multitude des covariants qui existent pour une forme donnée

Ainsi, en prenant «'et h égaux à /, qui est évidemment un coi'<t-

rianl parra|)portà elle-même, on en ol)ti('ndra un certain nombre,

avec lescpiels on pourra encore employer le même ibéorème. Si

donc on ne retrouve pas ainsi des formes obtenues précédemmcnl,

on verra de nouveaux covariants naître de tous ceux (pii se sont

déjà présentés, et il semble bien difficile de déduire de là une

expression analytique générale pour tant de quantités (pii |)euvent,

tout eu restant dans le même principe, naître les unes des autres

de tant de manières dillV-rentes. Voici ce (piil ma élé donné de

li()u\er a|)rrs d<' longues méditations sur ce sujel :

Skoonoe puovositeoiv. — Nommons covariants associés </ h ceu.r

qui résultent de la première proposition lorsqu'on suppose f^

égal à la forme f : je dis que tout covariant de f, quel qu'il

soit, ou au moins son produit par une puissance entière de h.

sera une fonction rationnelle et rnt'rre des covariants associés.

l*our mieux préciser d abord, celle iu)lion des coKUtria/tts asso-

ciés, reprenons l'expression analyti(pie cpii leur donne naissance,
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savoir :

Il conviendra, on iioiniiiaiil // li: (l('j;ré de h en x et j, d'écrire

'- Y an lieu de Y. Cela étant, si l'on met en évidence les coefli-

cienls des divers termes en X et Y, il est clair que celui de X'« sera

la forme proposée y, et, en faisant

(„.,,.^..y(.x_;.^v.^x.i^S')"'=(/./,,..,....,/-,,,J?x,v)'",

ces quantités h,, li-^ Ii„i seront ce que nous nommons doré-

navant les covariants associés à h.

Cela posé, soit

un covariant quelconque dey"; nous pourrons écrire les deux ider-

lités

(a,è,c, ... K^X -i- ^' Y, jk\ +./¥)'« - (A, B, C, ...^X, Y)'«,

{^y'--y^')^~{a, b,c^ . . .; x\ -r- x'\, y\-\-y'\ ) — -(A, B, C, . . . ;
X, Y),

'JL étant un certain nomhre entier. Maintenant faisons

,
\ Oh ,1 dli

n <)y 11 dx

les coefficients A, B,C, ... deviendront respectivement/, /i,,Ao. ....

et le déterminant xy' — yx' la forme h elle-même. Supposons en-

core, dans la seconde équation,

X ^ I , Y = o ;

son second membre se réduira évidemment au coefficient de la

puissance la plus élevée de X, fonction rationnelle et entière de

A, B, C, ... que nous désii^nerons par (A, B, C. ... i. Il vient donc

ainsi l'équation suivante :

(il) h[>-{a, b^c. . . .; x,y) = (f, hi, h^_. . . '.

par laquelle notre proposition se trouve démontrée.

Pour en montrer immédiatement une application, nous allons
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faire voirf|iif; tous les covariants (riine forme quadralique

s'obtiennent en multipliant une puissance de f par une jouissance

de rin\arianl b- — ac.

Remarquons d'abord que le second membre de la relation (i i)

l'St homogène en /", h,, /i-, car il pro\ienl de l'expression

(A, B, C, . . .1;, qui est nécessairement homogène en A, B, C. ...

puisque, en général, tout covariant d'une forme est une fonction

f-ntière homogène des coefficients de cette forme. Cela étant, on

trouve, en prenant h = f.

et

fV-ia, b,c: T,y) = [/, o, ( «c — 6^ ,/J.

Or, le second membre devant être homogène par l'ajoport aux deux
(pianlités/ct ( ac — ^''

>/, ne peut être que le produit d'une puis-

sance de /par une fonction de l'invariant, et, pour qu'un tel ré-

sultat soit aussi homogène en a, b, c, cette fonction de l'invariant

doit être proportionnelle à une simple puissance. Donc, tout cova-

riant de la forme quadratique proposée, fonction rationnelle et en-

tière de X, y, et a. b. c par définition, est compris dans la formuli-

i et k étant entiers.

Si sim|)U' et si prévu que fût ce résultat, je n'ai pas cru inutilf

• le 1 établir rigoureusement à cause des conséquences qui s'en dé-

duiront par l'application de la loi de réciprocité : conséquences

(|ue j'ai déjà indiquées dans le Journal de M. Thompson. D'ailleur>

il montre, sous un certain point de vue, comment les formes qua-
dratiques se distinguent des (ormes nubiqu es et biquadratiques,

dont nous allons nous occu|)er, tout en jiarlageant avec elles une

|)rbpriété caractéristique ipic nous verrons tout à coup ilisparaitre

dans les formes du cinquième degré. Nous ferons précéder ces

(piestions de quelipu^s remarcpies sur le svstème particulier des

covariants qui sont associés à la forme proposée.
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Sur le système des covariants associés à la forme proposée.

( )ii rohiinii en mclUinl en ('•videncc les divers lermes en X el Y
dans l'expression

\ ' I \ m dy '
-^ m Ox j

'

<lo sorte que, si nous faisons

(« *• ^. -) (-" ~^% "'• -^-^ -^hÏr
y)"'= '//'•/' A.KX,Ï)'«.

les covariants associés ày se trouveront designés pary, ^y^, . . -j/m-

Leurs premiers lermes s'obtiennent facilement; car, en faisant

j = o dans les expressions

T\ ^— ^ el rX H— -^ ^

,

m oy m ôx

elles deviennent simplement

x\ — bx"^-^\ el a.r'«-'Y.

En faisant, pour abréger,

m .m — I ... f -4- I dx'"-^ ' ^ -^ '

on trouvera ainsi

/,• = '.p/(— b, a )
.?-('•+-' )'«-2/ _:_

Ce coelficient 'j/^^— 6, a) est divisible par a, comme on le voitaisc'--

ment; il s'ensuit que, en employant la méthode donnée dans mon
premier Mémoire, pour déduire un covariant de son premier terme

on obtiendra la forme /en facteur commun dans la série entière

des covariants associés. Cette remarque faite, je vais étudier de

plus près les quotients -'-p/(— h, a), en supposant à i les valeurs

I, 2, 3, 4, ^5 et en écrivant les coefficients de f suivant Tordre
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alphabéliquc

- (j),(— b,a) = o,

o^l— b,a) — ~ b- -\- ac,

OE U V R E s D J: CHARLES II E R M I T E .

- (p3(— b, a) = îb^ — 'iabc^ aV/,

- 'Jv(— b,a) = — 3 6* -H Gacb- — \bda- — «'a^,

- 03(— A. « ) = ^ 6' — loacb^ —- lob^da- — 'jbea^ — fa'^.

a '

Inlroduisons pour cela les expressions suivantes, savoir :

A, invariant de 'i^ix, y) = b^ — ac,

B, » o^{x,y) = (bc — adY — ^{b'^ — ac){c^- — bd).

C, » 0!,{x, y) =^ ae ^ \bd-\- 3C-^

D, » o^{x,y) = {af^-ibe — >.cdy-

— i{ae- l^bd-^ }>c''-){bf— ^ce — Zd"-).

on vérifiera sans peine les relations

- o.,(— b,a) = — A,
a ''

~ ojC— 6, a) = - —T>
a ' % ùd

— c2v( — b^a) = a-C — 3A-.
a '

Cela posé, soient g, g' les invariants analogues à A, C, mais re-

latifs aux formes

m. m - i \()x- OxOy Oy'^ J \ ' )

m./n — i . m — jl .m — 3 \ '^j-^ ' ôx'^ ôy d.r* dy^ ' dx ùy^ dy'' / \ ' /

{'[ Il el II' lt'> (pianlité

h =

//' =

{/n — i )
\r)x dy Oy Ox J

m {m — 4 ^
\dx dy ôy dx )

'
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on aura ces cx|iicssi()ms dos pirniicrs covariiiiils associes de j\

savoir :

h -= -SS.

Cela résiillc iiiiinédiatement de ce que leurs termes les plus éle-

vés en :r onl précisémenl pour coorficicnls les rpianlllés

Mais je ne m'arrèlerai pas à le vi-rlfier, m'éLanl seulement proposé

de faire voir commcnl viennent s'ofTrlr, dans ma théorie, les cova-

rianls auxquels M. S_)lvester a donné les désignalions de Ilessiens

ou à^Emanants , et qui ont été nommés précédemment g^ g'

.

IV.

Division en ordres des formes cubiques

D'après ce que nous avons dit en commençant, le point de dé-

part de celle théorie de la division en ordres est la recherche com-

plète de tous les covarianls des formes cubiques. Nous allons nous

en occuper en nous fondant sur les propositions générales précé-

demment élahlies.

Soit la forme proposée

/-. (a, b,c,d){x,yy:

on trouvera d'abord pour ses covarianls associés,/", étant Identi-

quement nul, les expressions

Afin d'introduire parla suite ig au lieu de g. nous écrivons

el nous aurons ces valeurs

g—\i{h'^ — ac). bc — ad, ?.(c2

—

bd)\(x,yY,

j ib^ — 3abc -^ a'-d. b-c -^ abd — 2ac'-, \/
~\ —c-b^ib-d— rtcf/, — ic^ ^"ibcd ~ ad- j \ '

"^
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Cela posé, recherchons si d'autres covarianls ne naîtraient [)as.

|)ar exemple, du développement de

Or on trouve sans peine que

(a, i, ., ^^(.X _ ! _^ Y. rX + i I X)'= (/, /.. V, aa' X, y,.,

A désignant l'invariant nniqne de/, savoir :

A = (6c — ad)"^ — 4(62. ac^ic"-— bel)

= 4 ac^ -f- 4 r/6» -T- «2 <3f2 _ (3 abcd — 3 6"^ c •

.

Ce sont donc encore /et /i qui se présentent, mais accompagné>-

maintenant de Vinvariant A. Notre seconde proposition
( § II ) con-

duit ainsi à ces deux conclusions :

Tout cQvariant de la forme cubique / est exprimable, soit

rie cette manière :

soit de la suii'ante :

(0 « = ^^4?^,

les deux numérateurs étant des Jonctions rationnelles et en-

tières des diverses quantités qui y entrent, et les exposants ;j.

et V étant entiers. Or, de là, il est facile de conclure que ^ peut

également s'exprimer par une fonction entière de f. g. h et A.

Pour ('iiihlii' la démonstralioii, j'observe d'al)()i(,l que deux cpu'l-

conqucs de ces Irois (|u;inlités / i;\ Il peuvent èlie regardées

comme entièrement indépendantes. On le voit en eonsidéraul un

cas particulier. Soit, par exemple,

on trouvera

g = —ixy, h = x^—y^\

(pianlili's (pli. envisagées deu\ à deux, ne peu\enl èlre liées par

«ucLine rehilinu indépendante de x et y. Mais, entre /. i' et //.
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une Icllr nialioii cm^Ic iK-cosiiiniiicii I ri soliliml en coiiiiiiuuiil

l("^ 111 Viiriiiiils (les (l('ii\ loniics

(|iii sont rosi^'cliN ciiiciil

A el pi,-^-lf'*cr\

( )i'. la seconde resiillanl de la piciiiière, |>ar la suhstilnlion linéaire

an (N'Ienniiiaiil /. i|ni donne naissance aux covarianls associés à y,

on IrouNcia

el. plus siin|deiM<'nl,

(Cette équation a ('\i' récemment indiquée par M. Cajlej dans

un Mémoire intitulé : Nouvelles recherches sur les covarianls.)

Cela posé, j'observe que les numérateurs dans les expressions (i)

el (a ) de 9 pourront être ramenés, en vertu de celte relation, à

contenir seulement la première puissance de h\ ainsi, on pourra

écrire

n(/, ..-, /' ) - nn(/. g: A) ^ Ail, ^/, ^, A ),

*(_/. //, A )
== <ï>o(/, i,'. \) + /4«I'i(/, A-, A),

les nouvelles lonclions IIq, 1I|. ^^l, *t| étant essentiellement en-

tières en /, g el A.

Égalons inainteuaiit les deux expressions du covariant (j ; il

viendra

-^ no(/, .i:, A
)
- ^ lli(/, g, A) = ^^ *o(/, ^^' ^) + ^ *'^/- A', A).

Or je dis qu on devra avoir séparément

U) ^IIo(./;^-, A) = -^<l>o(/,^,A),
J^ g

(5) j^\Mf.g.\)= ^*i(/,,^-,A).

Ellectivement. s il n'en était pas ainsi, on aurait entre f. g, h une

équation essenlielleinent distincte de ( 3 ), contenant h au premier

degré seulement. 11 sérail donc possible, en éliminant celle (juan-

H. — I. 25
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tité, d'ohtenir entre / et g une relation indépendante de x et y\
contrairement à ce que nous avons précédeniment établi. Or

l'égalité (4)? lorsf|ii"on a chassé les dénominateurs, prouve imnié-

diiitciiH'nl (|iM- II„ fsl (li\i>il)lt' jiai- /'!^. cl <!)„ par g^' . L ne consé-

quence toute semblable se tue de 1 égalité ( .5 ). Ainsi nous avons

ce théorème :

Tout tuvariani de la forme cahif/iic piopitxt'c f est une

fonction entière de f^ g, h et de r invarinnt A: le covariant h

pouvant être regardé comme entrant seulement au premier

degré dans cette fonction.

De là découlent beaucoiq) de conséquences sur lesquelles nous

aurons à revenir dans la suite de ces recherches, lin nous bor-

nant m;iiiilrii;iiit à ce qui se ra[)porte à la division des formes

ciibicjues, nous voyons que cette division peut être faite de trois

manières dillérentes.

Soient, en eflet, /",/', /", .... /'^" les l'ormf'> jjar lesquelles on

peut représenter la totalité des classes cubiques dil^érenle.^ pour

un même invariant A; à ces formes correspondront, d une part, les

covariants (/uadratiq ues g, g', (>", ..., g^'' et, de l'autre, les

covariants cubiques. II, A/, h" /i"^ Cela posé, chacun de ces

trois groupes de formes, que pour abréger nous nommerons (/),

[g) et (/i), pourra tout d'abord être individuellement divisé

en ordres, en appliquant le principe de M. Gauss. tel que

nous l'avons présenté (§1). Or, en réunissant (laii> le même
groupe toutes les lormes de (/), dont les covaiiants quadratiques

a[)pat'liennent au même ordre dans'fi,''), on obtiendra une seconde

division en (M'dres de (/), (\u(; nous dirons attachée à .;' . Kt sem-

blablemenl, si l'on prend pour point de départ la di\ision en

ordres de (A), et qu'on réunisse encore dans un même groupe les

formes de (/"), dont les covariants cubif/r/cs ap|)arliennenl au

même ordre de [h), on ai-rivera à une lioi>ième dix i>ion en ordres

de (/"), (|ue nous dirons attachée à h. De ces deux ilernières d' vi-

sions, celle (pii est attachée à g a la plus grande importance,

coiuiiic nous nous réservons de le iinuilrer dans un .uitre Mé-

moire, i^lle sert de base, en ellel, à l.i d('>terminalion complète du

nombre des classes cubiqiuîs pour un invariant donné; retdierche

que M. Kisenslein a déjà traitée d iiiu' luainère aussi ingénieuse
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(juCIc^itiilc, iiiiiis x'ii Iciiii'iil (liiiis un cjis |>;iili(iilifr'. l'oiii' cr (jiii

regiinlc l;i (li\isi(iii ni m (lir> ;il l;i(li(''e <ui covariaiil A, je ne puis la

juslilici- (jiK- pai I iiiiiiloj^i»' uwc la précédente, car jusqu'ici je n'ai

pas (Micorc été amciK' à on taire usaj*(% et à la caractériser par

(|iirl(jii(' jiio|iii(''l('' aiilliiiiclKpir pa ri H'ti lirrc . Ccj»<'ii(l,iiil, dans plu-

sieurs circonstanciés, j'ai VU le covariant // jouer un rôle important,

el j'en vais citer un exemple qui se rapporte précisément à la

recherclie du nombre des classes cubiques. II est nécessaire, dans

la méthode que j'ai suivi*', d'obtenir l'expression analytique de

toutes les formes pour lesquelles le covariant quadratique est le

même. Or, /" désij;iianl une forme déterminée dont le covariant

quadratique est i,'\ toutes les autres (jui auront le même covariant

seront données par la formule {/ -j- uh, h étant le covariant cubique

de y ; t et u des constantes liées par la relation

/2 — Am2 = ,.

Il me reste encore à indiquer comment les diviseurs communs
des coefficients dey, g- ou // dépendent de A. Or, en nommant \,

a, V ces diviseurs, et remarcjiiant <pie les invariants de /", g, h, à

savoir : A, A et A'*, sont respectivement des fonctions homogènes

du quatrième, du deuxième et encore du quatrième ordre, des

coefficients de ces formes, on voit immédiatement que

X* est un tliviseur de A,

{^2 id. A,

v* id. A».

A ces relations il faut aussi joindre les suivantes :

X- est un diviseur des coetTicients de ^,

X3 id. h,

[JL id. 2/1.

Les deux premières sont évidentes, et la troisième suit de

l'équation

dx dy dy dx

dont le second membre contient le facteur tfois, qui est amené

par les dérivées partielles -r-» -;-•
^ ^ ax oy
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V.

Division en ordres des formes biquadratiques.

La recherche du système complet des co\arianls est le point de

départ de cette cpiestion, comme de la précédente. Nous allons la

traiter en nous j>ro|)osanl de mellte dans tout son jour- I .inalo^ie

<pie nous avons reconnue à cet égard entre les formes cubiques et

bUjuad/at.iques.

Soit, en conservant les dénominations de mon premitr Mé-
moire,

f = (a, b, c, h\ à ){x.yY

la forme proposée; ses covarianls associés seront, d après les for-

mules générales données à la lin du i; III.

J\ = o,

/étant Vinvariant '/((adra ti(i ue

aa' — \bb' -i- 3c- :

g et /i, les covarianls (jue nous avons déjà considérés, savoir:

^ = [
6- — ac^ \{^bc — ab' ), g ( 3 c- — j. bb' — aa ),

^^{b' c~a' b). b'^— a'c\\^x, y)'',

h = (p, (j, r. s, r\ q' . p )(j'-, yf,

en faisant pour ahréger

p ^= ib'^ — iahc -f- a'-b\ (Wy = (Sb- c — \)(ic- -+- > abb' -*- a^ a'

.

....

Cela posé, les coxananls associés à g ré>ulU'ronl île liilentilé

suivante :

a,0,r,b\a')i:x\-^ fy.yX^l'f^Y
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(lilOli \ (-lilici'ii |)iil' III! ciilciil Mil |)<'ii ll)ll^^ <|ii(iii|iii' ->;itiN (lilliciillé,

en n'diiisiiiil l(3.s cu\;iri;iiils ii leurs pi-ciiiirrs Iciines. Il en résulte

(jiie nous i'(îlr()ii\ uns l<'s (^Uiiiililés /", <;\ h iiceoinpa^nées des (Jeux

iuvariauls / el / . \insi hi seciuide |)r<)|)(t^il loii du >; Il eoiidiiil à ces

coiieluMoiis :

Tout covaritint de la foiinc hiq ii(t<li<tii(ju(' f est r.rpii-

ntahle, soit de cclli' mnnirrc :

soif de la si/ nazi te

(a)

f^

les deux iiuinétaleuis étant des fonctions rationmdles el en-

tières des diverses quantités qui y entrent, el les exposants

[jL, V étant entiers.

Je vais nianitenanl établir (|ue peut éi;<ileineiil s expiimer par

une fonction entière de /", g, h,i ely. J'observe d'abord que f el g
ne sauraient être liés par aucune relation indépendante de x etj^;

comme on le voit en considérant le cas particulier de/=^* ~HjK*>

i|ui donne g = — Jc'-y'-- Mais une telle relation existe entre y, g
et kj et a été établie dans mon premier Mémoire, savoir :

Or, on voit que les numérateurs, dans les expressions (i) et (2)

de 0, pourront être ramenés, à l'aide de cette relation, à ne con-

tenir que la première puissance de li. Ainsi on pourra écrire

Il (/, g, h ; / ) ^U,(f,g: i, j ) + A n
1 (/, «- ; i, j ),

*(/, ê^ >'
;

'> j) = *o (/, g\ i-j) ^ fi^\(f^g\ i,y ),

les nouvelles fonctions FI,,, II,, 4>o. <ï>). étant essentiellement

entières en /, g., i el /. Il suit de là, en égalant les deux expres-

sions du covariant 0,

jji no(/, g\ i, J^-^ j^ °> '/' ^; '-y )

= i *«(/' A'! ^y ) ^ ^ *i ^/' s^'- ''/) ;
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donc. achcxHiil de raisonner absoliinienl comme nous I avons fait

pour les iorme^ cubiques, on obtiendra les équations séparées

^ []„(/. g- L j)= y, *of.A /?; i'-y '•

-^ II, (/.A-: i\./) = ^'J'i^/' ^- «:./'•

desquelles il résulte que Ilf, et n, sont divisililcs \>;n' /'^-
: ^\ cl <î>,

par ^'^. Ainsi nous avons ce théorème :

7^oul covaiiant de ht forme bicpuidralique /" (^^v/ une fonrlion

rationnelle et entière de f. g. h et des deu.r i/no/ i/i/its i. j. le

covariant h pouvant être regardé comme entrant seulement

au premier degré flans cette relation.

Pour procéder maintenant à la dixision en ordres, il coiniendra

d'introduire, au lieu de g et //. f)g et (i/i. (|ui ne conliendiont

aucun coeHicient fraclionnaii-e. La iiiétiiodc (pic nous a\ons em-

ployée pour les formes cubiques donnera alors trois di\isi(»ns

différentes de l'ensemble des classes distinctes (pii ont les mêmes
invariants i et /. l/une sera directement déduite de la considéra-

tion des diviseurs communs aux coefficients des formes qui repré-

sentent ces classes; les autres seront respectivement attachées à

^g et 6/i. Mais, moins avancés dans l'étude arithmétitpie des

formes bi<iuadratiques, nuiis ne |)(iu\()ns encore, comme nous

l'avons annoncé pour les formes cubifjues, allribuer à aucune de

ces dixisions d autres propriétés que celles-là mêmes qui leur

servent de délinition. Nous nous bornerons donc à la recherche

des relations qui exisl(Mit entre les dixiseursdes coefficients des

formes /, i)g\ 6 h, el les in\ariants i,j\ recherche qui exige plus

de développement que dans la théorie des formes culiiques: car

elle dépend de la dt-hTiiimalioii des dixcrs in\ aiianls de ()i'ft 6h.

Nous nous occuperons il abord, à cri égard, de la forme g. mais

en nous plaçant à un |)<tiiil de \\\i' plus général, afin i\ en tirer

occasion de présentei- (picbpies reinarcpies sur un beau théorème

(pi a donne M. Messe, et (piOii peiil cnoni ri- .iinsi :

Sott b u/ie /'orme bif/uadrat iij tic camposce li/iéai/emcnt

en f et g, saviu'/' :

F = tf— u^,
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/ el a ('•tant des consla ii les : si l'on noniint' (i Ip ((naiiitul

dôduit (le V . coitinn' a dr /. tm (tma

(i = m'A' - Cf.

h' et /' drsii; /ifiiit de iKnivelles const rin tes.

Ljk! ikhincIIc (l(''iii(>nsli';ilion de ce ihéorènie résulte d'abord

iminédiatPinciii de noire |tn)|)osition. (jtie Ions les covarianls des

loiines l»i(|iiii(lr'ali(|iio soiil des loiielioiis erilières de f,
f>\ //. Kf-

feclivenienl. la loiiiie (j. qui, coiiime ou le voit aiséjiienl, est un

covariaiil de J\ doit être, coniuie cela se voit a priori, du (jua-

irième degré en x el y. Or les seuls covariants du (|ualrièine

degré qui puissent résulter d une loiulion entière de f.
o-, //

sont des fonctions linéaires de /' et a. (i est donc, comme la

forme V elle-même, une expiession de celte nature. Cela étant, on

li'ou\eia. eoruine \\ suil. / el //' au inoven de / el //. NOnimons

I, J el H les quanlilé's analogues à /, j et // |»(»ui- la lornie F.

Kntre ces quantités on aura la relation

que j'éciirai ainsi :

(4, o, — .', I. - JKG, F):'=H2.

Or, on reconnaît immédialemenl par l'expression de H au

, ,, . . . ,, r/F dG d¥ dG ,.

movt'ii tif"^ dérivées narlielles -7-, -j— , -7-, -j— que Ion a
' dx dx dy dy '

H — ( /a' - ut' )h.

Nous pouvons donc poser

(/i.o, -|I, -JMG, F)^*

= H2 = ( (U — Uf )2 h-^ = ( tu' — ut' )2 (4, o, — l f, ^j'){ g, ff^

et, en observant tpie les écpialions

^=tf-ug, G = ag-^ff
donnent

- uG -+- u ¥ / G -7- /' F/= -777' 777r' ë
lu' —ut' tu — ut'

^4, o, -if, -J'MG, F)3

-{tu ~ Ut'f 4, o, - 7; ', -y 7-1 7, ' -, 7,

\ 3 J \tu — ut tu — ut J

tG-^t'F mG^«'F\'
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cette clernu-re relalioii jxmiI cllc-iuèiiic (''\ Klfiiiiiiciil se raiiieiiei' a la

suivante :

{^j
j
(tu — «/')( 4, o, —l\. — JHG, F)'

I (4, 'S — i «. J)( fG -+- /'F, «G -(- «'F)^,

que nous allons liailcr- eoinnic i(lrMiti(|iie |)ar ra|)|)orl à (i el F.

A cet eirel, |(' (l(''sign<' pimi' nu inslanl |)ar -S'il, il) la fornu-

eul>i<|ue

( 4, <>, —^i. — j ){ t. Il )•'.

On trouvera, en égalant les cocrficicnls de (l'' el H-F, ces deux

équations :

\(ti(!— ut' ) =^ '^{ t. u),

O = ^ —'- -h- Il -— >

clt du

des(|uelles on lirt-ra

,
I do

f =
f-\x du

I dvi

I
> dt

'

expressions \nvt\ simples, comme on xoil.

Mais notre principal ol)jet est <rol)lt'nir Irs in\ari.inl> I <l ,1.

<|uil rutus lainlra toul à I licurc cmplover dans l<; cas partundicr

où V ^=1 (') g . Soient, dans ce hul, y cl -^ les covaiianis (juadra-

licpu' (') et cubique de cp, savoir :

/\

7. = (;]'' •-'•A,-'-)V' ") '

on trouvera, en cniplovanl les \aleurs (ililriiues pour /' el ii\

/ ' • • \ / /- i do ^ -, I </o _ \
!

4, o, —
,^ ,, — y /G -^ F. hGh -r- F

car nous avons été amenés à faire usaiic pi-éeéilemnienl de la suli>li

(') Ce roviiriaiil y est le covuriuiU désigné par ij' dans le paragr.iplu' III et

la inoilic .le relui ainsi désigné dans le paragrapiie IV. K. I'.
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Mil II )ii (| Il I (Ion ne ii;ii-<Sii lier ;iii \ cdv iiii.iiils ii>M)(i(''>. I > r(|ii;il H»n ( .i)

(Icxinil iiiiisi, en rt'iii |»lii(;i ni lu ni' |>.ir
-j-'f

i

\ ? (i. " -
;

I. - jf(o. I-)" - (? ". -
p, ?/.. -;:, ?{-)

(f^. >•)'•

cl l'on en lire

y^

ifi ^ \-^' iS ' i-.>.
" b' / V /

Eu particulier, si l'on suppose t^=o^ «=:— 6, ;ilin d ohlfiiir

F = (') (>\ on lroiiv«'i;i

I = 3/2, j =/:t_54y2.

C'est là le résiilliil que nous \oulious élablir pour iiniver à

caractériser les uouil)res euliors, di\iseurs des coeilicieiits de ôi*".

Nous allous luaiiilenanl |)roc«Hler à une recherche analo<^ue

relallxeiueul aux coetlicieuls delà loriue<)//. Celle recherche loul

d'abord semble plus difficile; car nous ne possédons aucune pro-

position sur les invariants des formes du sixième degré. Mais il

se présente ici le premier exemple d'un fait remarquable que

nous verrons [ilus lard se reproduire dans bien des circonstances.

La forme /i possède, en effet, celte singulière propriété que tous

ses invariants sont ou le discriminant, ou les puissances du discri-

minanl de la forme biquadraticpie proposée /. \ oiei, je crois, la

manière la plus facile de le déiiiouln-r. Imaginons que, par une

substitution S, au déterminant i//i, on lasse évanouir dans /
les coefficients de jc-^y et xj'K de sorte que la transformée obtenue

soit

F = (A,o, G,o, A'HX, Y)^

Cette substitution. efVecluée dans //. donnera précisément j)Our

transformée la forme H qu'on déduirait de F, par la même loi

que // de /'. Or on trouve ainsi

H = [o, |A(AA' — gC^), o, o, o. — |A'(AA' ^gCM. of(X. Y )6.

Cela posé, un invariant quelconque de h, fonction homogène
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de /?, cj. r. s. /'. q' . />', ne chanj^era pas de valeur en siih'ililnanl

à ces coeKicienls ceux de la transformée H. Mais, |>ai- là. cel

invariant devient une fonction homogène des deux seules quan-

tités

AfAA'-cjCî) cl A'rAA' — 9C2),

et même une foiiction (|(ii ne doit \n\> changer f)ar rapport à la

substitution

X = KX'. Y = ^ '

K

en désignant par K une constante quelconque; il ne jxnil donc

être v^we. proportionnel à une puissance du produit

AA'(AA'— oC-M'^

Or ce produit s «Nprunc ai-^éinenl en i eA j \ car. 1' étant une trans-

formée (le / j)iir une >ul)sli lut loii au déterminant 1 , on a

i -r A A' -^ :j CK j = C ( A A'^ G2 ),

et, par suite, le discriminant A a |)(»ur N.iicur

â = î3— x-ji = A A' ( A A '— () 0^)2 ;

d'où résulte ce (|ue nous avons annoncé.

Ceci établi, on sait par un théorème de M. Ca\le\ »[Uf I ex-

pression

pp — 6 (/(/'- I )
/'/•' - 1 s-

est un invariant de la forme

{p,<j, r. .V, /•', q\p'){^,yy\

de sorte (pion doit a\(>ir. en (h'signanl |>ar 'x une quantité

numéricpie,
/>p' — *'</</' ~r- I

")/•/•'— 10 s- = a A.

Or, en >uppo>aiil /> ^-^ o. h'^^o, on trouxe de ^intc tpn' -x doit

être ~; nous a\ons donc pour la huiiic (i// un in\ari<iiit du seco/ui

degré j)ar rapport à ses coeiticients, et (K)nl la \aleur est 6 A. (^e

dernier rt'sultal et les expressions |H'écédemmenl obtenues pour

les iiivariaiils de (i^' dcuiiiciil l(>^ (•(Uix'qiiciices sui\aiites :

iJcsigiKt n l fuir A, <x , v les (li^'iscurs des euej/icie/iis (/es
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former f.
(')

if,
(') h

,

À" est un (li\ i'-cii r ilc rin\iiiiiiiil /,

X' id. j,

^•i i(l. :W2,

v2 id. 6A

ou

A ces relations il faut aussi joindre celles-ci. (fu^il nous suf-

fira cl' indiquer- :

À- est un diviseur dos coeflioifiit? de 6,,°',

X3 id. 6//,

(1 id. 8A.

Comme pour les formes cuhic/ues, la dernière résulte de

V ccjuation

dx dy dy dx

Je Icriiiiucrai [);ir- mic rein;ir(]tu' qui ne sera |)as peut-èire sans

imporhuice an point de \iie aiilhniélique, et qui se lire des for-

mules que j'ai données pour le théorème de M. Hesse. Elle con-

siste en ce que le discriminant A est en facteur dans le cova-

riant (i, et les deux invaiianls I el J de la forme

VI.

Sur les covariants des formes du cinquième degré.

Il a été précédemment établi que tous les co\ariants des formes

cubi(jues et biquadratiques s'expriment en fonction rationnelle et

entière de deux d'entre enx. et de la forme proposée. Ces deux

covariants fondamentaux ont. comme nous l'avons vu. une origine

commune, et se trouvent dans le groupe des covariants associés

à la forme primili\e. Or cette propriété fondamentale n'existe
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iiliis [xtiir les formes du cinquirnic degré, el il devient alors

impossible d'exprimer Ions les co\arianls en fonction entii're de

ceux (mk; nous avons définis comme associés à la proposée. EOec-

tivemeiil, les loiiiiules j;éiiéiales donm-rs ;i lii lin du i; III mcUfiit

en évidence ces quatre co\ariants associés, g, g\ //, //', dont voici

les premiers termes :

g = {b"- — ac)x'^ -^ . . .,

g'= i^ae — 4 ^<^ -*- ^^2) ,r- -t- . . .

,

h = ( .i 6» — > abc -T- a- d ) x''' -h . . .

,

h' = {ib(ae — ^bd -h 3c'^) — a ( af— '3 be -^ 'icd )\ x» -^-
. . .

,

la foi-me priinitixe él;inl supposée

/= (a, b, c, d, e,J'){x,y)^.

Or il existe au moins un covarianl cubique qu'on |)Ourra. par

exemple, définir comme l'invariant / de la forme biquadratique

suivante :

Xdx^' ôx'^dj' àr^dy^' O.rdy^' ôy'\' \' ' /
'

et (|ui ne pouria jam.iis s'exprimer |»ai- une fonction entière âe f,

g, g', A, A', qui sont respectivement des degrés 5, 6. 2, 9 el 5.

11 existe donc bien, au point de vue algébrique, un caractère

inq)orlanl (pii a|)piirlient exclusix ement aux formes de degrés

moindres (pic ci'/i//: m. ils il v a, même pour ces formes, des pro-

priétés qu'on doit regarder comme exceptionnelles, el qui peu-

vent véritablement les faire considérer comme des cas singu-

liers dans les tln-ories générales. Ainsi, les formes cubicjues ne

possèdent point de covariants linéaires, qui se [irési'iilenl pour

toutes les aulies formes de degrés impairs. Les formes bupiadra-

lupio iiOiil pa> non plu> de co\ariaiil> (piadralique> (pu >e |)ré-

sentent. an contrairt', poui- loutes \r> autres formes de degrés

pairs. Or, de là découlenl, dan> la nature de ces formes, de pro-

fondes différences, (pie nous nous allaclierons à apprécier el à

fane ressortir daii> la siiilc de no-^ recInTclies.

l'aria, jiiilk't 18 j j.
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LE NOMBHK DKS UACIXKS D'INK KOI ATION AIJiKMMiOl l{

COMPRISES ENTRE DES LIMITES DONNÉES.

(Kxlrait tliiiie Lettre à M. Bmcliardl, Journal de Crel/e, t. ^i"!).

En poursui\ant mes recliciclies sur le llicoièiue de M. Sliinn

jai léussi à Iraiter par les mêmes principes les équations à coeffi-

cieiils ima';inaires, ce qui ni a ((induit au théorème de M. Caucliy

pour le cas du reclanj;le, du cercle et d une infiuilé d'autres courbes

qui sont même à brandies infinies, comme rbvpcrbolc. La théorie

des formes cpiadratiques vient ainsi donner pour ces théorèmes des

démonstrations indépendantes de toute considération de continuité,

comme celle que vous avez déjà pu conclure vous-même de ce que

j\ii dit au sujet du théorème de M. Sturm dans les Comptes ren-

dus de rAcadémie (^ )(i853, i'''sem., p. j.()^).\ja réduction dune

forme quadraticpie à une somme de carrés, ([ui a été le sujet de

votre Mémoire sur 1 équation dont dépendent les inégalités sécu-

laires, joue le principal rôle dans mes recherches. Seulement, au

lieu des substitutions où la somme des carrés des variables qu'on

introduit est égale à la somme des carrés des variables primitives,

je considère des substitutions réelles quelconques. On a alors cette

proposition dont je donnerai une déinonstration très facile, dans

la suite des Mémoires sur les formes quadratiques que je destine

au Journai de Crelie : De quelque manière que Ion fasse éva-

nouir les rectangles d une forme quadratique par une substitution

réelle, 4e nombre des carrés qui se présentei'ont atl'ectés de coef-

iicienls de mêmes signes, sera constant. Ce nombre est ainsi un

véritable invariant pour l'ensemble des formes équivalentes par

(') Voyez pas^e j84 de ce volume. E. P.
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des substitLilions réelles. Maintenant voici le premier ihéorèine

qu'il faut élaljlir, pour traiter les équations à coeffitieuts imagi-

naires.

I.

Soient

X — T -\- i.r' . Y = r -+- iv\ • . • , U ^ u -r- iu'

n variables inuii^inoires, i dési^^nant v
— ^^ et

X„ = X— ix\ Yo = Y — iy' U,, = m — f
«'

leurs conjuguées respectives; la forme (juadratique suivante

cp = .X.o(«i,i >^ -i- «i,î Y-H. . .-Ha,,„U )

-u Yo(a2,i \-\- a^.,1 Y-t-. . .— a».,, U
j

-+- l'o(of/M^ -i- «//.î'^' — • --^««.«U)

sera évideininent réelle en mettant en évidence x, y u\ x'

.

y, . . ., u' . si les constantes «o.,^ et rtv,a sont des quantités ima-

ginaires conjuguées, ce qui suppose réelles a,,, , «2.2, a„,„.

Sous cette condition nommons A,. A^. A, A„ les ilétermi-

nants qui suivent :

A, = a,.i, A,

A, =
«1,1 «1,2 «1.3

I
«1,1 c'i.i

I
«2,1 «2.i

«1.1 «1.2

_ «2.1 a.,,j
a,;

a„,n

Tous ces d(''leiiniiianls sont réels, car ils se reproduisent en uiet-

laiil les colonnes horizontales à la |)lace des colonne> \erlicales,

ou «vu. au lieu de a^,^\ ce qui revient à changer dans les éléments

\/— I en — ^/— I . Cela étant, si l'on fait évanouir les rectangles

de la forme -^ [)ar une substitution réelle, le nouïhre des carrés

qui se présenteront avec des coefficients positifs sera double ihi

imiiibre des termes positifs de la suit''

A,

A,
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cl le iKHiildt' lies (Ml r<''s imill i|>lii'^ |i;ir- (li-> coi'Kiciciils uéj^atits sera

le (luuMrdw iKtiiilnc tics Icrmcs iu''i;iit il> de la luèiiic siiile. On \<)il

par ce tlicorciiic (jiic les loriiics Icllcs ([iic 'J se coinporlcut coiiinie

des (ormes à un noinhrc il indclcrminécs inoilM' niniudic. ic (|ui

est SI ni IIm iin|Hiil.inl |Hiur 1 \ iilhméli([ue , connue Je l'ai déaioutré

dans la llicoric noiix clic donl j ai l'ail dc|tentlrc la décomposition

des nondjrcs en (|ualre carrés. Mais la considération de ce ^enre

de tiiriiics inc semble également mdi>pcnsal)lc |i(iiir arri\<,'r au

ihcorcuic suivant, ijin c>| un llu'-orciiic londanicntal.

II.

Soit
F( -) = Xz" -t- Bc"-' -i-...-Hk^-i-L = o

une équation dont les coefficients sont des quantités imagi-

naires quelconques, et a, 0, c, . . ., k ses racines: nommons Aq,

Bq, . . ., Jv„5 Lo les quantités conjuguées de A, 13, . . ., K., L, et

posons
F„(^) = Ao-" -+- Bo-"-' ^-...— k„5-i-Lo.

La forme fjuadratifjvu^ sunante :

es = = n I a; -i- «K -t-. .
. -i- rt"^' « )*

F,A et ' \'
' 'l )

•^

¥,,(b)V (b)

-i-

fonction svniétri(juc des racines a, b, ..., k, sera toujours réelle,

et jouira de cette propriété que, si l'on fait é\anouir les rectangles,

le nombre des carrés affectés de coefticients positifs sera égal au

nombre des racines «, />, . . ., k, dans lesquelles le coefficient de i

sera positif, et le nombre des carrés alFectés de coefficients néga-

tifs égal au nombre des racines dans lesquelles le coefficient de /

est négatif.

Pour le démontrer, je vais introduire, comme plus haut, les in-

déterminées imaginaires conjuguées

\ =^ X ^- ix' , Xo = .r — ix\ Y = k -H iv' . Y^ ^ y — (v '.
. . .

,

U = « -7- iu , Uo = «< — iii'

,
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et en posant, pour abréger,

e(a) = X^aY -i-...-H a"-»L'. i)»( a ) = Xq -h « Y„ ^...— a"-'Lo,

je considérerai la non \ elle forme

Fo(a)P'{a) ^ " ^ b^{b) F (b)

En désignant par 'i' ce que devient s,, lor^tpi ou met x\ y' u

au lieu de x, y. a. on aura évidemment

mais il sera beaucoup plus facile de raisonner sur cette forme <ï>

que sur 'i, (jui contient un nombre d indéterminées deux lois

moindre. Pour démontrer en premier lieu la réalité des coeffi-

cients, je remarquerai que les racines de l'équation

Fo(iî ) = o

seront les conjuguées «o, ^o, ••^ /«"o des racines de la proposée:

de sorte qu'on aura, parla décomposition en fractions simples,

F„(rt)
"

(rt — «uj F;(ao) {a—bo)b"^,(b^,) '"' {a — A:,) F'^{ko)'

d'où cette expression de <I>, savoir :

_ <««(«; r e(ao) H(A,ii t»(An> 1

~~
F'(a) [(a— au) Fo(aoj (a - ^„) K„ (6,,)

'^" '"^
ta — Au) F'y (Ao)J

r e(ao) W(6o) tf(A-u>
"1

[(6 — au) F'o (ao)
^

( ^— 6u ) F; ( 6o )
^ " ' '

"^
( ^— Au ) F; ( ko )]'F^IT)

te» (A)

F'(k) [(k— ao)F'o{ao) (k— bo) F'^(bo) "' (A— Au» F; (Au)J
*

Or, en réuni>sant les termes contenus lians une mèuie ce)lonne

verticale, on trouvera de suite

^ -- /H„( g» I 6( gp)
~~ Za Fiau)F„(ao)
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ce iiiii (-«t hicii I (•\|)rrs>i(>M |iiiiiiili\ e, tiaiis liii|iicll<' on a cliaii^c-

-(- / t'U — /.

Ce premiri- puinl l'IaMi. ji' tais la >iil)->l il ii I niii Mii\aut(' :

tf(«oj _ . H(,/>„) _
^

B(/û, I _ _^

eo(«) _

,

epibi _ HmU-) _
fT^-'"' F"^ir;

-''»' •••' i«-(/.i
-'"

z, el Ço, 7", el r,u, ..., u et \>„ étani des variables imai;inaires conju-

guées. De là résultera t'\i(leininent une substitution toute réelle,

entre les él ('nient s vvv\> des indélerniinées X. \ L et q, r, . .. ., u,

puisque le système des équations posées ne cliange pas en mettant

— f au lieu de + /. Ainsi, lorsqu'on fait é-\anonir les rectanj^les,

le nombre des coefficienls des carrés qui ont un sii;ne donné sera

le même [)our la loime fl> cl la tiausfornu'ç t-n ;. /,. ..., u, sa\oir :

\a — fio a — ^0 '
(f- — /'O

^^
^ b — «0 b — 6o * b — Ao /

\ k — ao k — ^,1 •
• •

f. — j.^ j

Or il est facile d a|)pli(pier à cette transformée le théorème 1, et

d'obtenir le terme i;énéral de la suite

A., A3 \„
Al, -, —, ••.,

Je considère pour cela le déterminant A,„ relatif aux m premières

variables el aux racines «, 6, ...,/, g: le rapport de détermi-

nants —'-^ sera la valeur de — qu'on tirera des équations linéaires
A,,,-| UL ^ ^

a — Où a — 60
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dans l'hypothèse particulière que les seconds meinhres. à l'excep-

tion de [j.', soient nuls.

Or, on satisfait à ces équations de la manière sui\ante :

Soit

Q(5) = {z — a)(z — b)...{z — g), DnCs) = iz~ a„)(z — h„). ..(z — g,,),

on fera

'' " n'y C «,, ) I
( «,. — rt ) ir ( a j ( ac, — />) 11'

( 6 )
(ao— g)\\'i g)\

. _ n(/>„) r ;'noi'«' r,'[i„(6i _ _JîILiiilL_l
*^' ~ n; (60) [(è„ — a)n'(a; "^ (60— (^ )!!'(/> )

"
i /^„ — ,.?- ) 07 A' »J

'''""
ii;(,§-o) [u'o— ")ïi'<«) ^ ^'.^'o

— /',)n'( 6. (,.?o— ^jiKiA-iJ'

ce qui donnera de suite, pour le cas particulier qu'on a en \ue,

(^0 — ^)II'o(é'o'l''t^')'

donc

— = T = i( gQ — g): ^OIrm-

quanti t(' (jui a jnv'-cisément le signe du coefficient de i dans la ra-

cine o". Ainsi, les coefficients des carrés dans la forme W, ou dans

la forme $, lorsqu'on aura fait évanouir les rectangles, olVriront un

nond)re de termes positifs et de termes négatifs double du nombre

des termes positifs et négatifs de la suite

i( Uq — rt ), i{bQ — b), . .., i( A-„ — k)\

donc, à cause de la relation <I>^cp "+"? '
^'' nombre des coefficients

des carrés qui offriront un signe donné, lorsqu'on fera ê\n-

nouir les rectangles dans la forme », sera égal au nombre des

termes, ayant ce même signe, dans la série des coefficients di' i

des racines a, b, . . ., k.

m.

Les résultats précédents sembleroat sans doute inappl:t\d)les

dans la j)rati<p»e, à cause de la dillicullé dévaluer les fonctittns

symétriques des racines cjui se présentent pour les coeflicienls de
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lu loiiiic (Hi;nli;ili(|ii<> 'i. Mais ce n'esl l;i (|ii"iiii(' (li((i<iilt('' ;i|)|»;i-

rcnt»', coinrnc v(jus aile/ \()ir. RcpiM-iioiis I expression

V i , , „^ Fo(a) F'(a)
' -^

el faisons la siihsliliilioa suivante, que m'a suf;^<';rée la notion des

formes adjointes, telle que je l'ai indiquée dans une de mes Lettres

à M. Jacobi (*) (Jou/-nal de Crelle, t. iO, p. 2(33 et suiv.) sur la

théorie des nombres.

Posons

I <^/cp _ ' ^? _ ' ^? _
•1 dx

**"'
"i- dy

' *'
1 du

Un calcul extrêmement sinq)le montre que, si l'on désigne par

£{a), £(b), ..., £{/c)

ce que deviennent les quotients

F(^) F(^) F(^)

:; — a z — b z — k

quand on y remplace zV- par z^^^ on obtiendra la transformée

Or cette transformée, qu'on peut substituer pour notre objet à

la forme es, s'évalue immédiatement et sous fox'me explicitement

réelle, au moyen des coefficients de l'équation proposée

¥{z)^o.

Considérez pour cela l'expression

Y Fo(a) F(^) F(^')

Zà ¥'{a) z — a z'— a'

où :; et z' sont deux variables distinctes
; elle se transforme succes-

(') Voir p. i37 de ce Volume. E. P.



4<)
j

(JE IVRES D K C II A H I. i; S II K l< M I T K .

siveineul <!<• lu iiiiini* re qnexpriinenl ces relations, savoir :

^ F'(aj 2--a ^'—

a

" " '^ ?'
{ a) ( z — nn z'— a )

¥{z)V(z') V '^o(«j / I

^F7«)\3 — a z'— a)

_ F (-5') {\,( Z) — Viz\ ViAz
}

Ainsi la transformée £ sera ce que deviendra Texpression évi-

denimenl réelle

. F(^')F„(i;)-F(^)Fo<-')— l ;

;;

»

quand, après a voir efTectué la dixision. on remplace successivement

-0 -i_ -i
_ _ _ _

;:''.

puis
z'\ z'^, z'-^. .... -'«-s

Soit, par exemple,

F(z) = az- -h bz -h r ^ i( a z- -^ b' z -^ c' ) :

on Iromera

I Frs')Fo(5) — F(;:)F„(3') = [ab'— ba') zz'-+- iac'— ca' ) {z-i- z' )
-+- bc'— cb'

et, par suite, cette expression de f :

2' f = ( ab'— ba)z\ -l- >.{ ac'— ca' ) z,^z^-^ {bc'— cb' ) 55.

Celle iiKiliddc |K>iir obtenir la l'orme £ et les rapports de «ette

forme avec les racines de ré(|uation F( c ) ^ o ('tant hien t'talijis.

voici les [)remières conséquences à en tirer.

IV.

Soit <I> le ((x'flieieMl de /dans rexpressi.tu '.;( .r -i- /r 1. où -ç est

une fonction rationnelle à coeflieients rt'-els ou imai;inair»'s. Si I ou

considère .r et ^ comme deux coordonm-es reetanj;ulaires dau> un
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.

tot

1)1,111, I «iiiiiilioii <1> -= u re|jr('seiilerii niic coiirhe, r(;l;jLi\em(;at à

l.i(|ncllc non-. ili>liiij4uei-ons dans ce |)liui deux n'-gions dillVircntes.

Je dirai (|ii(' les |)()iiil.s dont ces (coordonnées suhsliluées dans la fonc-

linii <I> la i(.Mi(l<'iil |)()silive oeeiipeiil la r('gion positive, et (jue ceux

qui la i'<'ndeiil n(''i;alive occupent la région négative. Gela posé,

i'ej)résentons géonM'tricjueinent cliacune des racines imaginaires

a, h, ..., /i par un point ilonl laitscisse et i'oi-donnée seraient la

partie n'-elle et le coetlicient de / de cette racine, on pourra déter-

miner combien de points ainsi obtenus se trouvent dans Tune ou

l'autre des régions que nous avons définies. En effet, si l'on éli-

mine ; entre les é(|uati(»ns

F(s) = o, u = '.^(z),

l'équation en // aura pour racines

cp(rt}, (p(6), ..., ©(/O;

ainsi la forme quadratique, déduite de cette équation, conduira à

déterminer le nombre de ces racines, dans lesquelles le coefficient

de i a un signe donné, et par conséquent le nombre des racines

a, ù, . . ., /i", de l'équation jjroposée qui occupent la région positive

ou négative, relativement à la courbe <I) = o.

Soit, pour premier exemple,

cp(^) = (3 — i — tTir-ï;

les coefficients de i, dans les racines de l'équation en ii, nous con-

duisent alors au nombre des racines de l'équation proposée

qui sont renfermées dans l'intérieur dun rectangle, ayant ses côtés

parallèles aux axes coordonnés. Désignons par r.(z,r^) le nombre

des termes positifs contenus dans les coefficients des carrés après

l'évanouissement des rectangles, lorsqu'on opère sur la forme qua-

dratique relative à l'équation en u; l'expression

i [-^C ^, ^, )
— -

( ;o, r, ) — -( ?. TQû
)
^- -( ?o, ^0 )

]

représentera jnécisément le nombre de ces racines qui sont con-

tenues dans le rectangle, ayant pour coordonnées de ses sommets

les points
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En eflet, si l'on représente l'une quelconque des quantités «,

6, . . ., k par x + iy, le coefficient de / dan» les racines de a sera

(x — i) (y — r, ), donc -(E, r, ) sera le nombre des quantités x, y,

contenues dans les deux angles opposés par le sommet, avant les

côtés parallèles aux axes coordonnés, et pour l'origine le point

X = ^1 y ^^ 'ri, l'un de ces angles ayant ses côtés parallèles aux di-

rections positives des axes. La différence

représentera, dans l'intérieur des deux parallèles,

l'excès du noinjjre des racines, dans lesquelles y est >> r,. sur le

nombre des racines dans lesquelles y est <^/,, si 1 on a toutefois

^0 <C ^^ 6t l'on en conclut de suite la formule ci-dessus, en consi-

dérant une nouvelle ordonnée r,o<C ''"i^
et retranclianl les deux dif-

férences

Si nous |)renons, en second lieu,

cp(s)^ P^2 — (^^^ R,

la forme quadratique relative à léquation en // donnera le nombre

des racines qui sont dans 1 intérieur, et le nombre des racines qui

sont à l'extérieur d'une hyperbole équilatère, placée dans le plan

d'une manière quelconque. Enfin, nous remarquerons les propo-

sitions sui\anles :

i" Soit ~(v) /e nombre des Lermes positifs contenus dans les

coefficients des carrés, pour In forme (juadratii/ue relative à

l'éc/uation
F{z-^ /r) = o.

la différence 7:(^'Ç)
—

"(^^o) sera le nombre des racines a, b /,

,

dans lesquelles le coefficient 'le i est entre les limiter ^. X„.

2" J.'<:i pression semblable 7c(^) — 7:(^^o), relati^e/ne/U à l'é-

quation
F( : — /5) = o,
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(loniicrti Ir nom lue des racines dont les pnrlies fée/les sont

cnt/r les linnlrs ^, ^„.

.)" I{<'hiti\<'inrnt à L'(''ijuation

"('î^) = -

T.(^^ sera le nombre des racines dont le module est moindre

En ^(''iirral, on trouvera le nonil)re des racines contenues dans

rintérieiir de roiirbes fermées, si la f'oaction 'i est le ((uolient de

deux polynômes du même degré.

V.

La forme quadraticjue

y /O^

(

a
)

Z^ F,i( a) K'( a)
'

composée avec les racines <:/, ^, . . ., /." de léqualion

F(z) = o,

OÙ
6(a) = a?-i-a/-i-...-i- a"-' m,

et qui m'a conduit sans aucune considération de continuité au"s

cas j)récédents du tliéoW'ine de M. Cauchj, est susceptible d'une

transformation remarquable, par laquelle nous allons retrouver

les énoncés mêmes de l'illustre géomètre. Soit

F(5) =/>/(^ )-!-/>,/, (2), ¥^{z)^qf{z)^q,f,{z),

/>, />,, f/, ^, étant des constantes quelconques, telles cependant que

les degrés de F ety" soient égaux.

Nommons x, j, . . ., x les racines de l'équation f[z)^ o, et re-

présentons par 0) le d('>termiaaut 1

*
i : je dis qu'on aura cette

, .
I ^1 ? I

'

équation

Fo(a)F'(a) F,,{b)¥\b) "' ¥^{k)¥'{k)
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Désignons respecLivement par ci el c;' Je» deux ionnes

1 Foi a) F'ia)
' 2d /,(a)/'(a; '

par A el A' leurs invariants, par y et y' leurs formes adjointes.

Comme je l'ai remarqué dans une de mes Lettres à M. Jacobi.

sur la lln^orie des nombres, les invariants de y et y' seront A"~'.

A'""', et leurs formes adjointes :
\"~^'^ et A'""-',^'. Cela posé-, et

d'après la délinition même que j'ai donnée des formes adjointes,

les formes N ^ sont représentées, en vertu du théorème IV, par

les expressions symboliques

F(z')F,(z)-F(z)F,iz')
,

f{z')f,(z)-fiz^f,^z')
_- et : —,—'— '

•

Or les relations

Fiz) —pf(z)^ p^f^i z). Fa( z) = qfiz)-^ qifiiz)

font \()ir (pie la première est le j)i'oduil de la seconde innltiplit'e

par le (b'-lerniinanl (o. \insi, nous axons d(''jà

A A

De celle éij nation id('nti([ue on conclut d'abord, en égalant les

Zei..«^
A

invariants des deux formes - el to —. >

A A

A' — (o" A.

>'(-! ^_

A" A'"

En égalant ensuite les formes adjointes, il \ieut

A"-2co A'"--co'
- = (0«-l

;
'- (_ _ _

A"-' A"-' A A

et, par suite,

cp = i o'(«).

• (') IUMn;irqiitv. .|tii' - = A" !'„( «)!•"„( 6) ...!•"„( A) : c'est iUiuc !;i ton. lion qui

provient de l'élimination de ;; entre !"'(-) = o, Fo(3) = o. On peut i'ohlonir skus
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.|0(j

.le \;ii> (iiiic ilMii^c ilc <• ii'^iilliil . rn -^ll |)|)(i-;iiil

F ( ;; ) = /'( z )-h ifii z i. F^ ( z) —/( z\ — if\ ( z ).

f e[ t\ ('liiiil (le.s ritnctidiis r('t'llt'> doiil i:i |»rciiii(''r(' -«oil ilc det;!-»' //,

condition (|ii"on peiil loiijours remplir en niidl i|di;iiil. m rela est

nécessaire. I' ywv nue constanle iniaLiinaiic. Dans ce cas, 1 identili'

= K

Fo(^nF'(rt) F„(6iF'(6) " Fo(/oF'(7>-

O-'(a) 0-( 3) e -(•/
;

'

/,(a)/'(a)^/,(^)/'(^^)^--"'^/,(v.)/'(x).

où a, ,3 x sonl les racines de léqualion réelle /(-) ^ o, con-

duit à ces tlK'orèines (') ^

Nommons, pour ahrc'-^er, t: et v les nombres de termes positifs

et négatifs que présentent les coelficients des carrés de la former,

après lévanouissemeiit des rectangles. D'après mon théorème fon-

damental, 71 sera le nombre des racines de Véquaiion F(;)^ o,

dont le coefficient de i est /lositif. et v le nottdne de ces racines

dans lesquelles le coefficient de i est n('\ii(ttif.

Or ces deux nombres vont rece\(jir une accejition nou\elle.

La variable z croissant de — x <^> -j- x. - sera le nombre de

fois où le ran/jort ,. passe en s'évanoiiissant du positif au^ ' '
fx^ Z) '

I .'

négatif, plus le nombre des couples de racines imaginaires de

l'équation /{:•) = o, et v le nombre de fois ofi le même rapport

passe en s'éi-anouissant du négatif au positif, augmenté encore

du nombre des couples de racines imaginaires de la même
équation.

Supposons en premier lieu les racines a, 3 v.. toutes réelles
;

forme de délermituint, |juisque - est rinvari.mt de hi forme représentée symbo-

liquement par -,

(') La fonction désignée ici par ï diffère par le facteur i de Ih fonction dé-

signée plus haut par la même lettre. E. P.
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(»n pourra faire «'vanonir les rectangles de '^ par la sulj.-titiition

^(«) _ V liAl _ Y llJLL _ Il

ce qui floniiera la iraiisformée

Lin V , ,

.fj^
Y-' -^ _ Z'^--^-'

TÎ-'

Or, en s'évanonissant par exemple pour z ^ %. le rapport .

passera, j)Our {\e> \aleurs croissantes de la \ariable. du néi^atif au

....
,

... , . . .
,

. , /'( a 1

|)OSJlir, ou (lu positil au neiiatir, suivant que la quantité -;—— sera
' ' '^ ' '

./i(^»

positive ou néi;ati\e; ainsi, dans ce cas, les uojnbres - et v ont

bien la sij;nificalion indiquée.

En second lieu, supposons la présence des racines imaginaires,

et soient par exemple a et '^ deux racines conjuguées. Relative-

ment à ces deux racines on fera

"'"
, = X + ,-Y, "'"'

. = X - ,-Y,

ce qui donnera

/,(a)y'(a) /,(.!i)./'(â.

Ainsi, en général (toutes choses égales d'ailleurs), deux racines

imaginaires conjagaées donnent lieu à la différence de deux

carrés, lorsqu'on fait évanouir les rectangles par une substi-

tution réelle, ce qui donne bien la signification attribuée aux
nombres - et v.

On eu conclut (pie lu di(férencc ~ — v sera l'excès du nombre

de fois où le rttnporl v—^ pa->se en s'é^'anouiss'int du iiositif

au négatif, sur le nombre de fus où ce rapport passe en s'eva-

nouiss((/i( (lu négatif au positi f.

Ce sera donc 1 indice intt'gral

J
f{3)
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(|ui rt'|>r(''>t'iil<' p;ii' suite l.i «liHiTriu»' ciilrr le iiiuiilire des racines

(le l'(''(|Ui»tiou V{:-j = <>. "I;iiis les(|uelles le coerfuienl de f est po-

sitif, et le iioiubie de ces racines, pour lescjuelles ce coefficient est

iiéj^atif. Cette remarque, faite déjà par At. Sturm dans son Mé-

iiKiirc •'ur le I iK-orriiic <lc M. Caiiclij, a les conséfiuences que nous

alliiM> iii(li(|U('i'.

VI.

(Considérons une courbe fermée C, rap|)ortée à des axes rectan-

gulaires, et dont les coordonnées s'expriment par les formules

les fonctitjns y. '^, -s, étant entières. Je suj)poserai (ju'en faisant

croître / depuis —
- x juscju à -h x, on obtienne, en revenant au

point de départ, tous les points de cette courbe. Cela étant, j ob-

serve que le théorème de M. Cauchy, pour un contour quelconque,

est évident lorsqu'on l'applique à l'équation 5=0.
Il suffit, en effet, duu peu d'attention pour reconnaître qu'en

suivant la courbe C, toujours dans le même sens, jusqu'à ce qu'on

revienne au point de départ, le rapport - passera, en s'évanouis-

sant, autant de fois du positif au négatif que du négatif au positif,

si l'origine des coordonnées est en dehors de la courbe. Vu con-

traire, si l'origine se trouve dans son intérieur, ce rapport passera

en sévanouissant, deux fois de plus du positif au négatif que du

négatif au positif.

Cela posé, un simple changement d'origine, en rapportant la

courbe à de nouveaux axes, passant par le point

r = x, y = i,

permettra détendre le théorème de M. Cauchv à l'équation

De là résulte que nous pouvons immédiatement déterminer l'in-

dice intégral relatif à toutes les équations imaginaires de la forme

^(t) -+- i'ii{t) — {a -t- i'^) y y t ) = o
;
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IflIPet, par suite, l'excès du iionil)!*' de Iciiin lacines dans lc-i]ut

le coefficient de t'est positif, sur- le nctiubre de leurs racines dans

lesquelles ce coefficient est négatif, cet excès étant zéro ou deux,

suisant que le point x= a, y = jii est extérieur ou intérieur à la

courbe G.

Cela posé, faisons dans réqualioii proposée

F,., = „. ^= '

' ; ;

»

eu applitjuant ce qui précède au rc-sullal de cette subslitiiLiou daii?

chacun des facteurs simples z — a, z — (?,..., z- — A", de F (:?),

on arrive à cette proposition :

L'excès (lu nombre des racines de réquation

L /.<o J

dans lesquelles le coefficienl de i esL positif, sur le nombre des

racines dans lesquelles ce coefficient est négatif, est égal

à deux fois le nombre des racines a, l>. .... k de l'équation

F(5) = o, qui sont renfermées dans l'intérieur de la courbe C.

Ainsi, en désignant par a ce nombre, et en nommant P et N le

nombre des termes positifs et négatifs qui se présentent dans

la forme qu.<idi(ili(/ue relative à l'équation en t. lo/squ'on a

fait évanouir les rectangles, on aura la relation

^=\ (P — M.

Voilà où je uie suis arrêté dan> I élude de celte di'CoiiN crie -«i

iM'ile el si i;raiul(' de M. Gaucliv. J'ai (''t('' amené à cette t'-lude en

i;rande partie par des reclierciies sur des questions arilhm(''li(pie>.

<pii, depuis rannée 1847, ont appelé mon attention sur les forme-»

(juadratiques composées d'une somme de carrés de fctncliDiis sem-

blables des racines d'une uu'ine (Mpialiim. \ussi ai-je éprouvé une

véritable satisfaction à rallaciiei- à la ((uisidéralion de ces loruie^

ces mai;nifi(|ues théorèmes de AI. Sluiin et M. Cauchv. tpii ouxrenl

lère ii(iii\ elle de r \l::;èl)re ni<nieiMU\ >ious ce nom (MU pninl di' \ uc.

d'ailleurs, le lail de l'existence d une infinité de svstèuies de l<nie-

lions jouissant des mêmes propriétés pour la détermination de>
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iKiriilircs (les liicmo i-i'cllc-; ttii iiiiiii;iii;ii l'o. (|ui -^oiil (((niixiMS

cuire (lo liiiiilcs (Idiiuéf's, se présenlo dès les premiers piis el d une

uiiiiuèrt' (|iii eu l;iil mieux saisir le earaelère el rim|)()rlauee.

Parmi les l<irme> \ aih'o (li»n I !< I lu-oiruie de \l . Si uiiii e>l ainsi

suseeplible, la sui\aute me MiiiMe la |»lii> >im|)le :

Soii /'é(/(fa/i(>/i /iioposêe

f(z) = o.

.\() ni 1)1on s f\ 1(1 dérivée de J\ cl désignons, comme précédem-

ment , par -(X^) le nombre des termes positifs de la forme qua-

dratique qui a pour expression symbolique

(z^l^)f(z)ft(z)-(z'-Zj/(z)fi(z')
^

lo/squ'o/i a fait évanouir les rectangles; le nombre des racines

réelles comprises entre deux limites ^ et ^o sera

L ne analyse parlieuiière ma donné, pour la détermination du

nombre total des raeines réelles et imaginaires, cet autre théorème :

Soit, sous forme homogène,

u=/(x,y)

le premier membre de Céquation proposée du degré n. Posons

wo=/(>o,ro)

et considérons l'expression

I /du du.^ du dun

a^j'o — -2^0 JK \ <^f^ dfiy dy dx^

En remplaçant, la division faite,

d\ine part, et de Vautre

Qpil— 1 X"~^y . .
3-y«—

3

yn— 1

respectivement par X, \ , . . ., \ , o/i obtiendra une forme qua-

,11— 3 ly'l-
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draticjue (n)', et, relativement à cette forme, la quantité dé-

sii^née précédemment par t:— v sera le nombre total des racines

réelles de l'équation u^= o, moins une unité.

Soit u' ce; que devient u par la suhslitiilioii

les deux formes quadratiques (u) et {u') seront équivalentes, el si

Ton noinn)e X/, Y', ..., V les ind(''lerminées de ( w'), la substitu-

tion pour passer de l'une à l'autre s'obtiendra par l'identité sui-

vante :

(X, Y, ..., V)(a7, _x)'i--'' = (X', Y', ..., V')(Xa7-HXoJ, .u^ -+- :JloJK)"-^

où, d'après l'excellente notation de M. Cajley,

(X, Y, ..., \){x, y)'^-^ = X:r''-2-h H—Ll Y^r"-»^ -r-. . .-H Vjk"-^.

Hyères. x'i janvier i854.
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LE NOMHKi: LIMITÉ D'IUKATIONÀLITÉS

AUXQUELLES SE KÉDUISENï LES RACINES DES ÉQUATIONS

A COEFP^ICIENI'S ENTIERS COMPLEXES D'UN DEGRÉ

ET DUN DISCRIMINANT DONNÉS.

(Extrait d'iiiK' Ecltio à M Roicinii <h . Jouriud de (2reUe, t. 53.)

Periiietlez-nioi, en coiilinuant en quelque sorte ce que je vous

ai écrit au sujet de la détermination des racines imaginaires des

équations algébriques, de vous entretenir des questions arithmé-

tiques auxquelles je songeais, lorsque chennn (aisaut j'ai été ainsi

amené aux tli»''()i>èmes de INI. Cauchy et de JNI. Sturm. Ces ques-

tions arithmétiques avaient |)our objet la théorie des nombres com-

plexes, et en particulier létude des formes décomposables en fac-

teurs linéaires, lorsque les coefficients sont des entiers de l'espèce

a H- b\J— I . Pour le cas des entiers réels, la réduction des formes

quadratiques définies avait été, comme vous savez, l'instrument

analytique que j'avais surtout mis en œuvre; mais, pour passer de

là aux nombres complexes, il fallait à ma méthode une modifica-

tion que j'ai été bien longtemps à découvrir. C'est le hasard en

eft'et qui me l'adonnée, en traitant de la décomposition des nom-
bres en quatre carrés, sous le point de vue que j'ai indiqué dans le

Tome 47 de ce Journal. Je vais essayer de vous en donner une

idée précise en démontrant le théorème que j'ai eu déjà occasion

d'énoncer dans une note de mon travail sur la théorie de la trans-

formation des fonctions abéliennes :

Les racines de toutes les équations à coefficients entiers com-

plexes, d'un degré donné, et pour lesquelles le discrimin<int

(déterminant de Gauss) a la même valeur, ne représentent quun
nombre essentiellement limité d'irrationalités distinctes (' ).

(') CoQime le rappelle -M. Herinite, ce ihéoi-éme a été énoncé pai- lui pour la
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J'aurai, pour cela, deux poiiii> |)riiiri|)aux à établir. Le premier

c<»n.sisle dans la théorie arithinéli(juc de la réduction de ces formes

(piadraticpies à indéterminées imaginaires conjujinées que jai fait

servir à la démonstralion du théorème de M. Cauchy. En dési-

gnant parx, y,:-f ••••,'", fi -^ • indéterminées imaginaires, et par j:^,

JK05 ^05 • • •; *'n leurs conjuguées respecti\<'s. elles sonl. comiiie vous

savez, définies de cette manière :

/= .roi «0,0^ -I- ao.iy-r- «0,2 - -H. . .-H ao,„ v)

-HJKof «1.0^-+- «l,l..K-^ «1,2 - -^- • •— «l./I^')

avec la condition que a^^y et «v.u, seront de» (juanlités imaginaires

conjuguées. En mettant en évidence, tant dans les coefficients que

dans les indéterminées, les parties réelles et les coefficients de ^
— 1

.

la forme /'sera si Ion veut un cas particulier des formes réelles

à 2/1 H- 2 indéterminées, mais (ju'on traite, grâce au jeu des (juan-

tités imaginaires, |)ar les procédés essentiellement propres aux

formes à /* -h 1 indéterminées seulement. Sans insister davantage

sur cette considération que jai développée ailleurs dans le cas

de /^ = I , j'énoncerai les propositions algébriques suivantes qui.

SI sim|)les (pi elles soient, doivent être au iii()iii> indKpii'es pour ne

rien omettre dans 1 enchaînement des idées.

1" En faisant, dans f, la sul)slitution

; .r = aX -f- a'Y -H. . .-i- ai'"\',

i j^^ ;iX + 3'Y -^...-f- ^('"V,

S
I
^= 7X -h y' Y -^...-^ yI")\',

P = ÀX -f- A' Y -^...-T- X("'V;

a-o = ao Xo -i- a; Yo -h . . .— a^" ¥(,,

^„ = Po Xo+ !5„ Yo -+-... 4- p;"' Vo,

So . zo = y„ Xo -+-
y;, Yo -r- . . . -^ Yo"' ^'0,

f„ = Xo .\o— Xo Vo -r . . . -T- Xy" \ 0,

[)rcmiiio (ois dans son Miiiinire >iir la Uansloniialioii tics foiu-tions altélieniu's

(voir plus iuiii p. '177). (^hianl au liiéorcnie analogue relatif aux nombres réels,

M. lieiiiiile l'avait dénioiilié anlcrieuremenl (p. 2j5 de ce Noluine). E. P.
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où a cl a„, [ii cl [i,,, <'l<'- sont des (|ii;mlit('.s iiiiiijj;iiuiii't;s coiijiifjuécs,

011 auia iiMc liaii>l(irm('c de inêmc nature :

F = Xo( A„,o X H- Ao.i V + Ao,2 Z -+-... ^- Art.„ V )

-4- Y„(A,,o \-:- A,,, Y + A,,2Z-r-...H- A,,,, V)

-H \„( A„,oX -+- A„,i Y-4- A„,2Z-4-. ..H- A„,„V),

de sorle (|uc \|j.v <' ^v.u. seront coiniiie a^,,^.^ et «v,(j. J^'^» f{iianlil('.^

conjuguées.

li" Soient D, r/, (o, (o,, les dclcniiinanls des systèmes sulsants :

"0,0 ^0,1 • • • ''(>,«
,
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Cela posé, je vais établir qu'étant donnée une forme f définie, on

peut trouver, pour les coefficients de la substitution S, des nom-

bres entiers complexes, dont le déterminant co soit un, et tels (jue

dans la transformée F (jn ait

(a) Ao,oAi,,...A„.„< -i ^ IJ.

Ce sera cette transformée que j'appellerai réduite. A cot ellci. je

considère l'ensemble des formes déduites de y, par toutes les sub-

stitutions (S, So) à coefficients entiers complexes et au détermi-

nant I. Je distingue ensuite, dans ces transformées, celles où le

coefficient de XX9 est le jjIus jietit possible. I^nnii ces dernières,

je dis (juil en existe une que je représenterai ainsi :

F= Xo(Ao,oX-h Ao.i V — ...-^ Ao,„V)

-4-Y„(A,.oX-T-A,,,Y^...--A,.„V)

-- Vo(A,,oX -^ Xnj Y -. . .-- A„.„ V)

et veiuplissanl ces deux conditions : premièrement, que la forme

G = Ao.«F--^ ~ = Yo(B,.,V-^B,.,Z-...-+-B,,„V)

-V Zo(B.,., Y -^ Bo.,Z — . . .-4- B2.„V)

+ Vo(B„,iY-r-B„.,Z-t-...^B„.„V)

soit réduite dans le sens propre aux formes à n paires d'imléler-

minées : secondement. (|ue les parties réelles et les coefficients

de \/— 1 dans les diverses quantités Ao,u. soient moindres en

valeur absolue que la moitié du coefficient minimum Ao,o- Fn

eflet, en faisant dans V la substilulKni

\ = r
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on lf()ii\ci;i une I i;iiis|(iiiiit<' i", (l;iiis l;i(|ii(llr le cocdicicill de rr„

sci'ii ciirorc A„.(i <'l où la lurinc (6 iiiial(»i;iir à (i, sa\oir

<li <l£

sera ((Taprrs ce (|iii a ('le dil hml, à I liciiic ) la lraiislonn«''c de (]

|)ai' la siihsiiliilioii :

V — m' 1) -f- n'3 -1- . . . ^- r' u.

Z = m"i) -f- n" \ --
. .

. -1- r"ii,

V = m " 1) -+- n "'.î — . . .-1- r "'uo;

Vo = ">o >)o -^ »o 3o -(-••• -i- r; ti,,,

Zo = i»'i i)o -+- "o 3fl -<-••• -î- r'ô "(..

Mais l'cllc siil)sliliili(»ii csl la plus générale entre les /i pain's diit-

délerniinées conjuguées, et |ieul être employée à réduire la

iornu- 6: on voit donc, hien qu'on peut admettre, dans l'cnsenibN;

des iorines dont j'ai |)arl('-. l'existence d'une transformée remplis-

sant la |)remière des conditions énoncées. Quant à la seconde, on

y satisfait à l'aide des entiers complexes m, n, . . . , r, qui restent

jus(pi'iei arbitraires; en désignant, en ell'et, pour un instant,

|)ar llo. a I<?^ coellicients de £ ([ui eorresj)ondent à Aq.jjl, on a les

relalions

n„,i — luA,,,,,-;- in'A,,,!— m"Ao.o~. . .— m''''Ao,/M

rto.-.= II Ao.„ — n'A 0,1 — »"Ao.i -^- . .
— n("JAo,„,

Ho,,, = r Ao,o -i- r' Ao,, -I- r" Ao,o -\-...-^ r"'^Vo,„,

et Ton voit qu'on peut déterminer les entiers complexes m.

n, .... r, de manière que la partie réelle et le coeftîcient de y/— i

dans llo,!, iio.j, ..., Uo,// soient au-dessous de ^ A^^o- Admettant
donc lexistence de la forme F, remplissant les deux conditions

précédentes, nous allons supposer que la relation (a) soit vraie à

l'égard des formes réduites contenant n paires d'indéterminées et

nous en conclurons qu'elle a lieu nécessairement dans les formes

qui en renferment « + i. Elle se trouvera ainsi établie dans toute
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su yéiiL-rdlité |)iiis(|u Cilc ;i lieu comme je 1 ai fait xow aillcm-»

(Journal de d'elle, l. 47) pour /i = i . A cet ellet, j'observe que,

les coefficients de la forme G ayant pour expression générale

'••a.v =^ •* 0.0 -^u.,'/— '^lA.O '*0,V)

on trouvera, lors(|ue les deux indices sont égaux,

de sorte que ces quantités peuNcnt alors être regardées comnu.' les

iiixariauLs de formes«(piadialiques à deux paires d'indéterminées

(''O.Oî '^a,0) -^O.U.) -Vj;,.!;. )j

formes qui seront définies et réduites : définies, car nous avons sup-

posé /" et, par suite, F elle-même définie, et réduites, parce ([ue

le coefficient minimum Vn.o sera au j)lus égal à Aj^.,!. et que la

partie réelle comme le coefficient de y/— i dansAjj.^o sont, en valeur

absolue, au-dessous de la limite ^Aq.o- 13onc, d'après ce (pic j'ai

établi dans le Mémoire précité, on aura

et, par suite,

AS,oA,,,A,,2...A„,„<o"B,,,B,.o...B„.„.

Mais, en admetlant la relation (a) pour les formes réduites G, qui

conliennent n |)aires dindélerminées et dont l'invariant est A'J"J,' D,

on aura
n(n — I I

or on en conclut, après avoir multiplié membre à niembn- p.ii

l'inégalité pi'écédente et supprimé le facteur AJJ y'.

Ao,o A|.i A2.2 . . . A„.„ < 1 - D.

(j est ce résultat (|ui loul à l'Iieure me servira de basi- pour l;i

lliéorie de la réduction des formes déi'omposables en fadeurs li-

lu'aires, et ([ui sont à coefficients et indéterminées complexes. Mai>

j'indupu rai d abord la consccpienee suivante ([ui s'en tire inuiii -

dialement.

Concevons (pi'en vue de la théorie des formes / telle (pie ji-
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l"('!i\ i-^;i,i;c ici. on modilic llili'c mil Iiiik'I i(|ii<' de rA/.v.ç^, de iniiiiiric

à «l(''sii;iirr ;iinsi rcnscmhlc des liaiisl'oriiiées (l<''dnilc'.s diiiK- l'uniic

doiiiirc. parées siihsliliilions s|)('eiales (S, S,,) lorsqn'cjn allrilxic

aux eoeflieienls lotis les svslèines de \alcurs cnlièros eom|)lexcs,

ixMir le>(|iicllr> le di'l crin i iiaiil o) = I ,
nu aura ce lli('orriiie : La

tuldlitc '/('S foiincs de ht iiirnic (-.r/ircssion (inalytiqite /, Ims-

</u\)ii les su[)j)Osc définies, cl d coejjiricnls cuticrs liait irch

(/lie (0/ti/d.c.res, ne icprésenle poiii- un inKdi-uint doniir qii^nn

iioinhrc cssenlicllenimt limité de classes distinctes. EfFeelive-

inent, dans la rtuliiile V . lous les eoefficienls réels Api^jj. sont limités

(Ml vertu de la relation (a) et les modules des coefficients imagi-

naires Au.,v le sont par la eondilion

(lui résulte, comme on le voit immi'diatemcnl, de eequ'on suppose F

une forme définie. On n'aura donc pour une \al(Mir donnée de I in-

variant qu'un nombre limité de réduites el. par conséquent . un

nond)re limit('' de classes.

Je passe mainlenaul au second point (pu me reste à traiter pour

arriver à mon théorème.

Soit '3 une forme à n indéterminées imaginaires, .r, y, .... //, ;>

coefficients complexes, et décomposable en // facteurs linéaires,

saxoir :

A — a.r H- a'y H-. . .-f- a^"^'' «,

B = 6 j- -t- // >'
-h- . .

. -^ 6'" -" Jt,

de sorte qu on ait

o -= AB...L.

Ces quantités A, B. .... T. ne se trouveront point complètement

déterminées par la forme donnée 'j, car il est clair qu'on jjcut

multiplier par un facteur constant chacune d'elles, pourvu (pie le

produit de tous ces facteurs constants soit Funité. J'observe cepen-

dant que le déterminant A, relatif au système de ces fonctions li-

néaires, ne subira aucun changement par l'introduction de ces mul-

tiplicateurs arbitraires, car en remplaçant A, B, . . ., L, par t^ A,

/oB, .... /„L le déterminant relatif aux nouvelles fonctions sera
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et l'on (loil faire, coiiniic ikhin I ;i\(»ns dil.

Nous pouvons (loue, (h'soriuais, re^aider A coiiiuic absolunienl

délcrininé par la foriMc; pro|)osée es. Cela posé, jinlroduis eneorc

les facteurs linéaires conjugués de A. ]) L. (pii seront. <ii siii-

vaiil la notation déjà employée,

A„= «0^0-1- «ÔJ>'o-H...-f-ao"~''"o'

Bn = ^^0 ••^0 -+- K) .'''" — ' • •— />',." "' ' "«,

I-o = ''o -ro -I- ^0 J'o -r- ... -t- /;'""'' "o,

et dont le déterminant sera d('si<;né par A,,. Puis je comiiose. avec

(fs deux groupes fie fonctions, la forme (piadrali(pie suivante, dr

la nalui'C de celles qui nous ont oecu|)é |)iécédeinment, savoii"

/= AAo-^ BB,^...-^ LL„.

Cotte forme (h'pendra essentiellement des multiplicateurs arl)i-

traires (jue l'on peut introduire dans les fonctions linéaires A,

i), ..., mais, quels que soient ces multl|)licateurs, son invariant D
sera la (piaulil(' eniièrf'ment connue

D =^ A A,,.

de |»!m> elle sei'a l(»U|()urs dt'-liuie. <•! Ion pourra lui ap|)li(pn'r la

in(''lliode de r(''dn(iioii exposée plus haut. Couccnous donc (pie

jtoiir un système d<''leiininé des facteurs linéaires A. 1) L. on

ait ohtenu la siibslilnlion pro|ii-e à eOecluer cette n'-duclion. ri

que je continuerai de reprc-senter par la notation (S, S,,). Kn
ellecluant la partie de celte siilisl il u| iou d»''sign('e par S. daii^ \.

1> li, p" supposerai (pi lU dc\ lenneni

i\ — a\ -i- a' \ ^. . .-i- a'"-"U.

C = b X -f- It' Y -4- . .
. -h b " ' U.

tandis (pie, par la suhslilution S„, les tattciiis conpi|;ui> \„> '^i
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Tj,, se clinn{;('Ml <ii

5^0 — iio \o -f- ii; Yo M- . . . -i- ni," " Uo,

Î3„ = b„ \„ M- l.;, Vo -1- . . .+ b<,"-" Uo,

De là i"(''siiltt'r;i poiii' l;i 1 rausloiinée (le 'J, pai' la siibsLil uLiou S,

l'expression

* = 5VÎ3...ir,

et pour la Iransfornu-e i('(liiile de /", ])ar la siihsiiliilion (S, So), la

suivante
!• ^ i\ao-4-M%+ ...-f-iJ;„.

Cela étant, je vais démoiUrei- ((uen supposant la forme donnée 'j,

à coefficients entiers complexes, et irréductible, dans ce sens que

l'équation o = o n'adnu'tlc d'autres solutions entières que

X = o, y = o, . . . , u = o,

les coefficients de <I>, ({ui seront aussi des entiers complexes^

auront tous des valeurs finies et limitées par l'invariant 1) = AAq.

Soient, à cet effet, a-, u,, ..., '^n-xi les coefficients de XXq,

YYq, ..., UUo, dans la forme réduite F, à savoir

cT = iiiv, —
- bbo -i-...-1-Uo,

(j„_,= tt(«-"a'o"-"4- b("-i'b„"-"-i-. . .-4- l'«-«ao"-i'.

Ces relations peuvent s'écrire de la manière suivante

I = mod- —^ -H mod^ —^ -r-. . .-4- luod- —^,

I = mod- —— -H mod2 -— _^. . . -f- niod^ "7='

I = mod-
.

-1- mod'^ —^= -i-. . .-)- inod-

et montrent alors que les modules des quantités —^j —r> • • • sont
y/s v/^
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lous inférieurs à l'unité. Il en résulte qu'en icprésentant par W le

produit des facteurs,

Il « ' ^.

i,(«-i)

;.-
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Or, eu iniilli|>li;iiil {('> ('([ii;iliiiii'> iiiniilin' ;'i iiicmhrc, il \ienl

jX'»; ;y";...;ii"; - |X"|
|
V"|...|U"| v/<^77,...7„ ,)";

iiKiis. (liiitrr-; l:i rcliiliun ciiracîi'rislKiiie |)()iir les foniifs (juiiiliii-

li(|ii('S r«''(liiilcs, cl \,\ Viilciir «le 1 iii\ ;in;iiil de l"\ Cjiic nous ;i\ ons

li'oiivr [)r(''C('Ml<'iiiiiiciil <u;il à AA,,. on a

-H(H-l)
77,. . .7,, 1 < •/- AAo;

il en rcsiiltc donc (jnc

n'(K- Il

;x"; iY";...;u''; <[X"|[Y"]...fU"j.2 * /aao

et finalement, en avant égard aux liimlcs des qiianlilcs [\"J,
[V], ....

;x«;iY»;...iU''i<21-^ (aao)^\
- H-

^ oici donc déjà les coefficients des puissances les plus élevées dans

la forme <ï>, limités au moyen de l'invariant AAq. Et c'est en ce

moment que nous employons la condition d'irréductibilité de celte

forme telle qu'elle a été posée plus haut, de manière qu'aucun de

ces coefficients ne ])uisse être supposé s'évanouir. N'ayant obtenu

en ellet qu'une limite de leur produit, dans le cas où l'un d'eux

serait nul, on ne pourrait plus rien conclure sur les autres. ^lain-

tenant et à l'aide des valeurs de ces quantités : |X"j, }^"|, ...,

nous obtiendrons des limites pour les coefficients des autres termes,

en déduisant des coefficients (i) et (a) la suivante

;

\i' Y'/ . . . u--'
1 1

X"
!

"
;
Y"

;
" . . . {

u«
;

"

= fX/^Y'/..-.U'l[X"j'"«fY"]'"«...IU"f''"v/(77,...7„_,)«

et remplaçant, dans le second membre, [X/'Y7. ..U^], [X"], [V''], ...

et le produit s-o-, ... s-^^^, par leurs limites supérieures. Il vient ainsi,

en désignant (p, q^ ..., s) le coefficient de X/'Y7...U-" dans la

puissance (X + Y -}-...+ U)" :

;X/'Y'7...U'; ;X'"/'"
; Y";/~"...;u«'/~'« <(/?, q, ...,5)^^

—

(aAo)-".
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Nous sommes ainsi parvenu à la proposition annoncée sur la ré-

duction des formes décomposables en facteurs linéaires, et qui

nous autorise à donner, aux transformées telles que (p. le nom de

formes réduites. Mon llK'orriiic sur les racines des é-rpiations

;d!;('bric[ues à coeflicieiits entiers complexes en est une conséupience

immédiate, comme \ous allez voir.

Soit
Vv" -h Qp" '-H. . .-h Rt' -i- S = o

une équation de cette nature. En désignant ses racines par a. b,

c. ..., k, l le discriminant, ou df'terminant de Gauss, sei-a le

nombre entier complexe

Cela posé, faisons dépendre de ctite é(pialion une forme '^ à coef-

ficients entiers complexes, (pif nous définirons de cette manière :

•j< = p«"-i(37_i_ ay ~- a-z — ...-^ «" • a ) (x -h by -t- ù-z -^ ...-i- b" '^ ii). .

.

X (x -+- ly -f- r^z—. . .-i- l" Ui).

jNous remarquerons d abord cpie, pour cette forme la (pi.iuliti' A

est précisément ^/O. vSoient, en effet.

X =^ X -T- ay -\-. . .-\- a"-^ u,

B = a? -+- 6 )' -f- . . . -t- 6" ' f«

,

L = J7 -I- /jK -i- . . . -I- /" ' M ;

d a|)rès sa définition iu('nie, A sera le pi'oduil de P"~" uiullipin- par

b' déterminant relatif au système des facteurs linéaires A, H \..

Or, on sait que ce déterminant est la fonction alternée égale au

produit des difiérenees des i^aeines a. h /, de sorte qu'on a

bu'n A = y/C . .b' dis mamlcnanl cpn' les racines de deux ('-(pia-

tions dilîerentes, auxcpielles correspondent des formes o, aritbmé-

tiquement équivalenles, doivent ètr»^ regardées comme présenlani

les mêmes irrationalités. Soient, en eflel.

P t" -f- û l" ' -f- . . . •- tl -r- 5 = o

el

<1, ^ p« j ( X -(- Il Y -r- . . . 4- II" 1 1 ) ( \ - - Il V - . . . -^ b" ' U ^. .

.

x(X-f-lY -i-...^-l"-'Ll)
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iiiK' seconde (•(! mit nui . ;i\ ;iii I |i(iiir i;iei ne- ii. h l. ;i\ ee la forme

e()iies|)(m(liinle. S'il esl possible de (l«'-duiic <I> de 's.. |»ar ime siil)-

sliliilion à eoenieieiils entiers eoini)le\es et an (h'teriiiiiianl ////, c cst-

à-dire d"a\ oir ideni ii|iieineiil -s, <!•. en |)renanl

y= ^\_f-P'Y-4-...-f-8(" -"U,

tl = •/.,\ ~/.'V -h.. .-4-/.'"-"li,

ou pourra, eu (l('>i^uaut [)ar /,. /^, /„ des eonslaules, poser le>

relations

X -^ay ^. . .~r- ri" ' u = /, ( \ -^ a Y -f- . .
-- u" ' U ),

a- -i- /y - - . . . ~^- /"-' // = /„( \ -f- l Y -I- . . . - - l" ' li ).

Or. en(dleeluant la snl)>lil ntioii et d('-sii;iiant pour al )réi;er la fonc-

tion entière à coeirieieut s entiers eonip levés a^''-L-^i^' i'H-. ..-|-X' *'('""'

par 6/(r), ces relations donneront

X0(«)-^ YO,(a)-f-...+ Uf)„_,(a) = ti{\ — a\ +...-.- a" ^U),

X0(/>)-i-Y0,(^»)-i-...+ U6,,-,(6) = /2(X-^bY+...--li"-iU),

. \0(^) -^ Y0,(/) ^...—

L

:0„-i(/) = ^,(X^lY ^-...^l"-»U).

On en conclura les expressions suixantes des racines a. b. .... l

]iar a, b /,

0,(ai ^ O.rm „ ,

0„_,(a)

( a ) ( ^ 1 ( a )

'•^-0167' "="0(67' '' ' ="ô76r'

6(7)
'

0(/)
' "" "()(/)'

et il est \isible qu'eu partant d(i la substitution inverse, poui-

déduire (p de $, on arrivera à des expressions toutes semblables

qui donneront les racines a, b, .... /, au moyen de a, b. . . . , l.

Nous sommes donc bien autorisé ])ar là à regarder les racines des

deux équations comme présentant les mêmes irrationalités.
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Gela posé, considérons Fensenihlc des équations de degré /?,

avant même discriminant, avec la série des formes '^, qui corres-

|)(»n(lcnl ;'i cliacunc d'elles. Ces formes, en noml)re infini, avant

loiiles If iin'iiir iii\ ;iii<iiil AA,,, à sa\()ii- le iiiDiliilr du ili-;criiiiin;int .

scioiil ndiictddes à tin nombre liiiiilé de réduites <1'. Oi". les ('-iiua-

lions, dont les i-arincs pourronl présenter des irrationalités dis-

tinctes, seront celles-là seules auxquelles correspondent des foruies

ayant des transformées réduites didérenles ('). Elles seront donc

Inen essentiellement, comme je l'ai annoncé, en nombre fini.

(') l'.n cdcL, des l'oniics ayant iniimc nkluilo sont arillimctiqufiiieiit cqiii\a-

Icnles, cl il a été expli(|ué plus haut comment les racines des équations dont

elles dépendent oiïrent dès lors les mêmes irrationalités. Voyez au reste, sur cette

question de l'éfjuivalencc des formes décomposables eu facteurs linéaires, mon
premier Mémoire sur la théorie des formes quadrati<|ues {Journal de Crel/e,

t. i7).



SUR

L'INVARIABILITÉ DU NOMliKE DES CAUUKS POSITIFS

ET DES CARRÉS i^ÉGATIFS DANS LA TRANSFORMATION

DES POLYNOMES HOMOGÈNES DU SECOND DEGRÉ.

(Extrait d'une Lettre à AL Borchardt, Journal de Ci elle, t. rj3).

l'aiis, ce i \ u\ lil i83G.

Dans le cas où vous le jugeriez eoaveiiablc, vous pourriez

publier la démonstration suivante, du principe découvert par

Jacobi, et employé par lui à la démonstration des belles formules

pour les conditions de réalité des racines des équations algé-

briques, fpie vous avez données dans votre Mémoire sur l'équation

à l'aide de laquelle, etc. Rien d'ailleurs n'est plus simple que

d'établir ce principe que j'énoncerdl ainsi :

Quelque substiiutioii réelle que l'on emploie pour réduire

un polynôme homogène du second degré à une somme de car-

rés, le nombre des coefficients de ces carrés qui auront un signe

donné sera toujours le même.

Supposons, en elVel, qu'un polynôme liomogène du second

degré /, à n -f- i indéterminées x, jk, • • ., c, se réduise à l'expres-

sion suivante

J = £(ia;j-T-£ia'j-i-...4- t,iX^,,

en faisant

{i)
y^<^Xç,-r-'fXi-^...-^^^"^Xn,

f = Xxq^V xi-~. . .-i- X'"' .r,,

.
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Si Ion domic une seconde sul)>lil iilion éj^îilenieiil réelle.

a? = aXo-i- a'Xi-T-. . .-- a'"' X„,

f V = /Xo -^ l'Xi .^^"''X„,

(le laquelle résulte la Lransfonnalion analogue

y = TjqXj -f- r,i \f -I- . . . -r- T,,i \,-,
,

il s'agil (le |)r()uver (|ue le nombre des eoellicienls s. <[ui aumnl

un signe donné, sera égal au n(»iid)re des eoellicienls y,, (jui aimint

le même signe.

A cet ellet, el pour lixcr les'itlées. su|)j)()suns uégalil's 3o- ^i- •••• î/

et positifs les coefficients suivants : 3/4.,. ^,-j^-j. .... t„. Supposons

aussi que y,,,, r,, y,^! soient n«''gatds. tandis quey,/;^.), 'r^/i^-^. ..., y,,,

seront positifs. Un aura d abord en égalant entre elles les deux

expressions de la forme /\

les \ariables étant liées par ces écjuations

a Xq -4- a' .Ti -h ... -1- a'"' x^— aX^^ a' \i^ . . .-r- a'"' X„

,

(3)

>..ro -+- l'xi -H . . . -^ }^"' x,, = / Xo -i- /' Xi -r- . . .— / " X

A\;iul (I allci- plus loin. [obserNc tpi ou |)ourra loupturs les r»'-

soutlrc |)ar rapport au\ indéteriniiK'es .v ou \, si 1 in\arianl de /

est dillerent île zéro, cl si aueuue <li^> quantités c el y, nesl nulle.

Soient, en eflel. .1 1 nnananl de /. et (/ les dt'tcruunanls relatifs

aux subslitutious ( i) el ( :i) : on aura

î,, il . . . î/j = .1 0-,

Y.nY.i . ..•/;„ — .Ir/-,

de sorte «pie r/ el ne pourront jauiais tUre suj)poM'> uuU >ous

les conditions admises.

Cela i-eniar(pié, remplaçtuis .t\), ./,, r, ilune jiarl, •/'/+i,
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J^/^o, . . . , ./•„ (Ir I iill 1

1

c. |):ir

cl

lvciii|i|;i('t»lis (Ir iiiriiir X,,, \, \/, |t;ir

Xo \, \/.

/- "',0 /- ',1 /— ')/.•

• •l \a+i. \/,+-. . . ., X„ par

X/.-+-1 X/.._^2 \,i

puis ellrfliioiis, |)ar rap|>orl à ces iuni\ elles iiKlclcriniiiécs, la réso-

liilioii (les ('(piatious (3). On sera par là amené à la relalioii >iii-

vanle

X^ ,Z"î ... Xi -ï-
^/-j-i -r- Xij^2 ~\r . . .-T- Xl^

= — X^— Xf — . . .— X^. -i- X/;^_i-i- X^.^^-f-. . .-f- X,-,,

où I un puuna suppt)ser

/ ^0 —yOoXo -h f/oXi — ...-+- 5o \„,

, ) .r, = /?, Xft-^ .7, X,~. . .-h 5, X„,

( ar„ = ^„Xo-T- ^„Xi — . . .-T-s„X„,

les coefficients élant essentiellement réels. Or, je vais établir l'im-

possibilité d'une telle relation dès que l'on suppose k dift'érent de i.

Pour fixer les idées j'admettrai que l'on ait k >» /, et j'observerai

que, parmi les diverses équations auxquelles les coefficients de la

substitution (4) doivent satisfaire, on voit s'offrir en premier lieu

celle-ci

P'-^ —P\ — •••—/>,--+-
P'i^-x -^PU-l-^- ---^Pn

qui ne pourrait évidemment être vérifiée que pour des valeurs ima-

ginaires des quantités />, si l'on a^ait

/>o=o, pi = o, ..,, pi=o.

Or, on va voir comment de la substitution [4) i^ e^t possible d'en



432 C*: IVRES DE CHARLES IICnSIITE.

(l(''diiirc une nouvelle, qui, Iransforuianl le j)oI vnouic

(j) — x^ —x'I —.. .— x'j -^ xj^ , -h x]^.y -~. ..-\- xl

en

(G) -X2_\2-...-X|-f-Xi^,^X^+,-f-...^Xî,

ail encore ses coefficients réels, et de plus présente ce caraclère,

ipie l'indéterminée Xq ait disparu dans les expressions des indé-ter-

iiiinées .r,,, :Ci. . . ., Xh_\ . Couinie on suppose /r > /, /c— i sera ;iu

moins égal à i et, les ((tnditioiis précédcuimenl énoncées se trou\auJ

réalisées, notre théorème se trouve par là même démontré.

A cet effet, nous remarquerons que l'on peut, sans cliani;t'r le

polynôme (6), y remplacer Xq et X, par

cosoXo-i- «in '^X], «in -^Xq — cosoX|

cl introduire par là un anyle arbitraire dans les fornuiles (4), qui

de\ icndront

^0 = (Pi) coso -+- qo sinQ)X„-T- (/?o sino — </o cos'^ jX,-^. . .

.

Xi = ( pi coscp -h qi sin o)Xo-^ ( fy sins — </, cosç)X, —

^n= (Pn cos'^ -+- (/„ sincp iXo-î- (pn sin a — <7„ cos2)X, —

Maintenant et quels que soient les coefficienls p el //, etc. on

pourra disposer de cet angle, de manière à a\oir

po coji 3 — q,y sin :p := o,

et l'on sera amené à une nou\elle substitution égaieuient réellf.

où l'indéterminée Xq aura déjà disparu dans la valeur de J\,. Cela

(ait, partons de cette nouvelle substitution pour v inlioduirc ilc

nouveau un angle arbitraire, en remplacanl X, et \o par

co.<oXi -f- sin :, X^, sin -; Xj — coscX»,

ce qui se fera encore sans changer le j^olynome (6). On Noit, en

raisonnant comme tout à l'heure, que l'on j>ourra annuler le coef-

ficient lie \| dans rexpicssiou de ./„• Or, îles calculs analogue-^

poui'ront être continués, piscpià ce (pu' 1 on soit amené à reui-

placer Xa_i et X^ par

cos!pX^_,-(- sin oX/i, sinoXy;. ,
— cosaX^i,
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cl, en (IcruiriT iii;éI\>c. oii \(iil (|iir ilr l;i ^iil)->lil iilion (.'j) <»ii iiui'ii

(l('-(liiil. 11.11° (Ils (i|i(''iMli(iii-^ liMi|oiii'> |i()>>il)l(js, une siihsliliilKHi

i(''cll<' (liiiis l;i(|ii('llc \„, \, \a_i ;tiir(»nl disparu de Jexjucs-

sion df I iinli'lcrminée :Co- ^''' l'icmirr [xhiiI ('l;ddi, nous cf)ncc\ons

qnOii rrpùk', en niisoiinaiil >iii' rmdt'iciiiiiiK'c siii\anlc ./;,, dorj

opéralioiis Idiilt's soinhlahlcs. iiiiiis cii >( IjoruaiiL à laire dispa-

raître de proche en proche, dan-- I c\|)ressiou de cette indélcr-

iniiice, h'S cocllicicul"- (h" X,,. \
,

\/, _, ^ )u u aura aiiiM hooiii

d inlrcxhiire dans U's suhsliliilions sucecs'sixcs (pie les jndéleDiii-

uées Xy, \i, . . ., -\a_i, *h' sorte (pie, ces calculs laits, on ne \ei'ra,

reparaître dans la valeur de .?•„ aucune des indéterminées qui en

ont déjà été ('liniinées. Cela p(JS('', il est clair (pien raisonnant

«lune manière analogue successivement sur x-2, -J^'s, etc., on sera

«•n dernier lieu conduit à Taire disparaître la seule indéterminée Xq,

de la valeur de X/i_i. Klle ne se lrnii\cra point d'ailleurs dans les

indéterminées précédentes J'/t.,,, -t^k^n, .••. l'o, et de la sorte on

sera par\enu à une dernière substitution, conséquence de la substi-

tution ('j), transformant encore le polynôme (5) dans le poly-

nôme (6) et qui tombe dans le cas indiqué |)lus haut, où il est

manifestement impossible (pie les coefficients soient (\c> ([uantiti's

réelles.

28



SUR

LES FORMES CUBIQUES A DEU\ INDÉTERMINÉES.

Quartcrly Juurnal ujpure and applied Malhcinatics, I. J. ifSij.

Dans mon Mémoire Sur l introduction des variables coiitinars

dans la théorie des nombres (^Journal de M. Crelie, t. 41
)
(' ), jai

fondé la réduction arilliméU(|ii<' dos formes cubiques sur la consi-

dération de certaines lormes ([uadratiques, fonctions i-alionnelles

des racines de ces formes, et qui jouissent de propriélc'--; -^ini^Mi-

lières, que je vais indi<[uer en peu de mois.

Soil la loruK' ciiLkiiic proposée

/ = (A, lî, 1>', M ){x,yy^— X{x — oi.y)[^x—'iY){x — -;y ».

Suivant que les racines seront Ion les ri-elles. du (pic I une (rcllc>

le sera seulement et, par l'xcmplc. 'ici Yclanl iia,ii;Miaire> conju-

euées, ces formes seront

(u M •^- — ^y t- - - :-t
'
•' — 'h'

'' — ''
'
•* —

v.^' 'S

cl

{>.) Xix — ayy- -.- ?. [X (
./• — pj- ) ( .7- — ';y )

.

A, a, V étant des constantes arbitraires. Ce sont là ilu moins les

expressions telles qu'elles sont envisaj^ées dans le Ménu)ii-e cité

j>récédemment. Mais pour ce que je vais avoir à dire, je modilicrai

ces expressions (b' la manière suivanlc. eu coiisidi'T.ial .ui lieu i\c

la forme (piadratl(pie (i )

An >> ( P - Y rH •^- - ^y )' -;-
l^ ^ » - V- (•*-• - M- -- v (a— 3 .^ ur - V.)-

i-
]
= .-^^

(') Voir j). l'J'i lie ce NdIuiir'. l.. W
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el, an lieu de la Idinic (2),

Il C'sl aist- (le voir (|ih' I on a:ii\c ainsi à ohlcuir deux i(»\ariaiils

(le la lornic [(lopost'c. (|iicls (juc >t»icnl /, ij., v. (]ela posé, soiL

F = ( :A, a, Î3', €' ){j; y)-->—^{x — ay )U — ùy){x— cj';,

en picuanl

51 =— A''V- ^Ji» - 3 ABir, i3 = — B^ ir— AA'B 4- .tAB'^,

5l'= A'^îA-h'^B'»— JA'BB', j3'= B'Mî -!- AA'B'— ;.. A'B^,

de sorte ([ne K soil le eovariant enbi(jnr de /'. ()r% [)onr eoncevoir

tieux formes quadratiques, G et H, eoniposées avec F, eoniine ^^

et h le sont respeclixenient a\ec y, ces formes seront

31- [ /( A — c)-{x — oy)' ~- m (a — c)-(x— by)'^ -^ nia — b)-{x — cry-\ = G

et

51- [— l{b — c)-{x — ay )- -\- •>. m{a — h )ia— c)(x — cj )] = II
;

or, elles jouissent de cette inopiu-h' sinynli("'ie ([ue I on auia

I" G = \g,

où A est l'ln\arianl de la forme propos(3e y, en |)renant

•2

en faisant

m
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Parmi les nomljrcuses conséquences ;irilliiii('ii(jiies fjiii r('sultcnl

de 1h, je me hornerai à indicjuer les siii\ miles :

Supposons A^'j. =:v= 1 , les équalions donneront l=ini=n^ i ;

or, dans ces hypothèses, les formes quadratiques « et /i jouissent

de cette propriété qu'en effectuant, dans la proposée y, la substitu-

tion propre à réduire g\ ou la substitution propre à réduiie //,

sui\anl (pie les racines a, [i, v seront toutes réelles ou non, les

transformées obtenues seront des formes réduites, dans le sens

|)r()|)rc aux: formes eubi(jues. Or, les formes G et H étant, dans le

cas où nous nous plaçons. resj)ecti\ement proportionnelles à /,<

et/i, on \(ill que Ton aura à employer ])récisément la même substi-

tution pour réduire une foi-me cubique donnée f et son cova-

riant F.

En d'autres termes, on peut également dire qu'une forme

donnée eubi((ue et son covariant cubique sont toujours simultané-

ment de formes réduites ou non réduites, propriété reiiiai(|ual)le

et qui ne se retrouve pas dans la théorie des formes (|uadrati<pi(^s

ternaires, où les adjointes des formes réduites ne le sont pas elles-

mêmes en sénéral.



LKTTKK A CVYLKV

SUR Li:S 1 ORMi:S (A BIOl ES

Quarte/!}' Jonr/xii of pu/c a/ul applied Mallicinalics, l. I, iS;r

Saïuedi, ! iiiar*.

Mon clicf Monsieur,

Dans un Mémoire ([iie j";ii adressé il y a bienlol un an à M. Crellcf

j'ai annoncé des reeheiehes siii- la théorie donl vous vous èles vous-

nième occupé et cette recliereli(; doit faire suite à un Mémoire

publié dans le Tome il, dans Kupiel vous pouvez voir, sur la du-

plication de la forme

I

6-— ac. - ( hc — od), c"-— bd \ {x, y)-,

des calculs qui ne sont pas sans analogie avec ceux que vous me
communiquez ('). A^)ici le principe de ces recherches :

Soient la forme proposée y* == (a, h, c, d)(:v, yy\ cp le co varia ni

ci-dessus [p, c/, r){.i\ y)-, p = h-— ac, '2q= bc— ad. /i=c-— bc/,

et F le covariant cubique

F = (A, B, C,D)(t, yf = {ax'^ ^ ihxy -4- cy'') {g x + ry)

— {bx'^-^'2cxy + dy^-}(px-hgy);

on a ce théorème ali^ébrique :

L'expression la pias fi^énérale des formes cubiques ayant le

même covariant quadraticjue '^ est

F = //-«F,

(
'

) Celte Lettre répond à une Lettre de Cayley insérée aussi dans le Tome I du

Çuarterly Journal. E. P.
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/ et II aatiafaisanl à l'équation

r-— A?/-=i, A = </-— /'/•.

Ccia posé, ol intiofluisanl une diNision en ordres des formes

cubiques, basée; sur la division eu ordres des formes quadra-

tiques 'i, j'élal)lis ce lemme :

SL'happai-lient à L'ordre P. P., t et u devront être entiers pour

que les coefficients de F soient entiers comme ceux de la pro-

posée.

A oici hi (li'inonslralion :

Soit F = (A, B, G. D)(j:, r)-'. on aur.i

a = «^ -i- A «, b = ^/ — B //. c = et — C u. d = dt -^ D u.

ad — bc-^ch — c?a = 8 At<,

al» — bC -H cD — dA = /, A^

<tone (S A^^, 4 '^^ sont entiers.

Je joins ensuite à léquation

a = «^ -- Xu
relle-ci

<y a — /)]) = \t — a lu ;

il (Il résulte, pour dénominateur eommun de / et «,

A2— rt-A =/>3.

Or, on peut su|)p()ser que Ton raisonne sur
J".

ou une trans-

formée de /, telle (pie le eot'flieienl /> du eovariant 'ç soit premier

à A et impair, eomme le fait sou\ent Diricldet. Trou\ant donc

4 A/ = entier, /?•' / = entier, je multiplie par /. et |jt. jtris tels (jue

4 A A -4- /r' [jL = I et j ajoute, etc.: de même pour //.

\ OKI donc, si A est positif, une infinité de formes à eoeHicienls

cnliers, (pii ont un même covariaut .;. à sa\oir les formes

K =.//-,/ F,

t et // satisfaisant à ré([uation /- — A//-= i.

< )r. je fais dans I'' cette siilislitiil ion
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cl cil t'ciiN iiiil pdiir iil>r('i;('r

(t -- t, v/ÂHT -:- U y/I)-' = \ - u v/Â,

je IroiiNc pour I('>>iiI|;imI

I /• ^- 11 F ;

(IldOù je ((iiicliiN ;iis('iiiciil (|iic loiilcs les loniics ij -r il\' • '|

(•()rrcs|)(»ii(l(Mil ;m\ ^olulions m iioinhic iiilini (l(! I (qiia-

lioii /- — A//-=:i, se lainrncnl, par la siihslilulirm (loiiL il s'agit,

à ('cIlcs où (^H-wy/Â) esl une puissance moindre (jue .'!, de la

xoliiliou roiidaïucnlale t + jA. \ oiri donc seulenuMil les l'oniies

11011 ('(piiNalcnlcs (pu donnent le nii'inc eo\arianl cp :

I- /-

[I. -/-•^ï'.

in.' (T2-^Ay^)/-f--^rjF.

.]e les dis non ('-(piiN alcnles, car, s'il v a nn inovcn de les lians-

iViriner 1 une dans laiilre, coinnie elles ont loiiles nicine covaiianl

(|nadrali(pie 'sp, ce ne pourra èlre qu'en employant les subsliliilion-s

(jui changent o en lui-même, e'csl-à-dire les substitutions déjà

considérées (i) et dont on a vu Teflet.

Le cas où le coefficient^ esl impair me semble pouvoir se traiter

de même; mais, occupé en ce moment d'une aulre reclierche, je ne

me sens pas le courage nécessaire pour rentrepiendre.

Rece\ez, Monsieur, l'assurance des senlimenls de

votre très dé\ oué

C. H.

P. -S. N'y a-t-il pas quelque chose à compléter dans cette partie

«le \o|i'e MK-lhode où vous dites : «... ayant trouvé

(A, - B, C)(t, r,y-=(\, - B, C)(t„
-.,,)S

ce qui implique que ç, et r, , snieut des fonctions linraires

de ç, r, » ('). Pourquoi?

(') Quarterly Journal, t. I, 1S57, p. 86.



EXTRAIT D'UNE LETTRE A SYLVESTEIi

SUR LES SOLUTIONS DE L'ÉQUATION aj: + by = n.

Quarterly Journal ojpure and applied Mathcmati( s, t. I, i8"(7

*' Je vous renouvelle, el axée plus d instance, la demande que je

vous faisais dans ma deiaière lettre, de me parler en détail de

votre découverte du nombre des solutions entières et positives de

l'équation
ax -r- by -i- ce -H. . . = /J.

L inlérèt que vous me marcpiez avoir pris à cette question m'a

engagé à m'en occuper, et sans être sorti jusqu'à présent du cas si

simple de l'équation ax -\- hy = n, j'en ai \ u assez pour être c(m-

\aincu quelle est edectivcment très digne d'alleuliou. I!n allciuLni

<pie vous me communiquiez vos formules générales, voici de mon

coté ce que j'ai rencontré. Me proposant d'abord de déterminer

par une méthode directe le système complet des solutions entières

cl positives de l'équation a.r + ^y^ /' (f>i'" 'i t^'l l> ^*n\\ pn>iid'> <•!

sans diviseurs couimuns) j'opère connue il suit, .le rcmarcpir. en

|)r«;mier lieu, (pi on a

a.r <^ n, by < //

.

ce ([ui conduit à faire

y^\U^]-y:

\']( -\, E
I
j 1 ('laul lc> plii-^ giMii(U 111)111 lin'-< (•iili('i> ('(lutciiii^ dan-.

n n . 11-1' ' ' 'I1-7' et les iiniiNclk's indéterminées .v «>t r dcxaul <in' luies-
a h

sairement |k)siIi\(>s, comme les pi-ciiin r('-< ./• et )-.

Siib>liliiaiil cl lai-aul. pniir abiv'-ger.

a et ^j étant poMtils el rc-'peiti\i'iii<'ut iiiniudrc-i ipic it cl l>. il
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N it'iil l.i Iransloi'iiK'c

ax' +- hy' = n — a — ^ = n',

(»ù // csl r('iii|»liHM'- |»;ii- //', (jiiiiiil il(' plu-, pctile, mais ('(Mlaiiiciiifiil

positive, car aulremcnl la pioj)Os<'e ne serait pas iM-soliihlc <l;iiis |r

sens que nous entendons. CiOnliniions en faisant

'='-(^.)~-'"' ->• ='-(7r )->''•

on aura celte nou\rl!f tr.insfornK'c

a.r" -h hy" = ii — a' — 3' =r /*".

Répétant les niènies opi-ratious, el posant dUne manière «géné-

rale

ni—a\i( — \ = as «'— 6 E
( ^ )

= fJ'\

n'

«'— a'"— 3'= /i'"-^i,

on aura la transform^-e du ranj; /-h i

tiont les indéterminées sont liées aux indétermini'cs primitives |)ar

les relations

— (— l)'X

f-(-i)'"E -,- --(-i)'\v

; -y-t-t-l

sorte de développement en suite conver<;;ente, puisque les nombres

//. //. n\ . . . vont toujours en décroissant. Mais ces nombres, si la

pn)|)osée est elTeelivement soluble, sont positifs et ne peuvent

diminuer indéfiniment; ainsi, après un nombre fini d'opérations, on

en trouvera nécessairement deux consécutifs, n' et /?'+' par

exemple, égaux entre eux. Or cela entraîne a'H-j3'=o et, par

suite. a'=: o, |3'= o. puisque toutes les quantités a et 3 sont posi-
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lives ; il >"<'iimiiI (jiio

r'esL-;i-(lir(' <|iic /i' e»l un iiiullij)lc ilc (/f*. n «M // t'-liinl premiers

piilrc eux j)ar hypothèse. Soit /i'^ tor/// : l;i lr;insi"orm»'-e de r.ui^ /

(qui se re|)ro<luirail identiquenieiit (htus les ojx rations, si on les

rf)nl muait ) aura cette forme

ax' -i- hy' = oj a />,

(|ui jiioiilre (^u;; I (lU doit faire

.r' = ^ç. y'- = ii'f,.

(lù ç cl r, sont des entiers et satisfont à la rehition

ï — r, = c.).

\ oici doiK' les expressions analytiques de t(jutes les stjlutions

entières et positives de l'équation proposée,

(A)

eu attribuant à ç et 7, les lo -f- i systèmes de \aleurs qui satislniit

à la condition ^ + Tj = w. C est hien éxident. car la totalil('' «les

solutions (entières et positives) dune transformée du rani; (picj-

conque i scjLtient par les formules ci-dessus

où j:''+' et JK'"^' d(ti\ciil cire dc> xiiulinn» po^iino de la Ir.iu^-

formée sui\autc, cl toutes celles-ci doivent ('Ire employées sans

exception, aucune d'elles ne poinanl conduire à des valeurs

n(\i;ati\cs pour j"' etj'', car elles ont respectivement piuir liiinte-.

supc'ncurcs

cl 1 ^n\ a

Les cxj)ressions ^^.\) me scmhicnt d un calcul arilhmctique plus
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(iicilc (|ii(' (•«llc> (|in' Ton lirciMil ilc l;i iik'I liudc m (oniiiii- <l ljilri-

(III (le I^agranj^e. Au loiid. ((iic iiK-iliodc ic\ iciil ;i |(iiiiilic ;'i I (''(iiia-

ll(tn |)rnpos('P ax -\-hy = /', mu; aiilrc a x -\- h'y ^= L ; / •'•laiil une

noiiNcllc iii(l('lrnniii(''(', rt' ot h' ('tant (h'-iluits par 1rs fractions ron-

I i 11 II es (le (I cl h. de luaiii/'ic (|iic itU— ha' :=^ i . De ces deux ('(iiiii-

I ions DU I ne
X — nh' hl

. y -^ t(l — iKi'

,

(i il laudiail eu deiiui:r litui dc'-l. :1111111er les \ alt;iirs de ^ (jiii rendeiil

X dy positifs. Mais j'en viens à la d('teiinination de oj
;
je nie

l'onde à cet efl'eL sur cctle remarque 1res simple, (preii applicpianl

ma métliode à l'équation nx + by = N, où \ = /i -\- k'ih, k élanl

\\\\ nombre entier, on lrou\e la série JN', N\ ..., correspondant

parfaitement à la série des nombres /?', //", ..., de sorte (pu- I On n

toiip.nirs

N'= n ^- kal), \"= ii" -h- kah^ c\r . .

.

Ainsi, bn'sque IOn sera parvenu à la limittî des opérations, c'e>t-

à-dire lorsque /?'=: «oaft, N' sera { (-> + k)rfh; le nombre des solu-

tions entières et positives de la nouvelle (Mpialion est donc égal au

nombre des solutions de la premièi-e. aui^mentc' de k. (le\à posé,

désignons par rn le plus grand entier contenu dans -y? et faisons

n = Tîfr/A4-v, (1) sera évidemment égal à ttj plus le nombre des

solutions de ré(juation a x -\~ l>y ^:='j. Mais si cette équation est

possible, comme v est inférieur à ab, l'application de ma métliode

coiidiiira pour dernière transformée à ç+rj = o, qui n'admet

(
[Il une seule solution, ç ^o, r, = o : ainsi o)= 7tt ou rj+ i , sui\ant

(|ue l'équation ax^by^^^t est impossible, ou possible, en

nombres entiers et positifs.

I!aiii-cle-lîretaiiiii% r> juin.
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TRANSFOliMATiON DES I-ONCTIONS ABÉMKNNES.

Comptes rendus rie l'Acculéinie des Sciences, t. \L. iKj').

I.

En représentant par cs.r un polvnoiiu" du cincpiiriiic ou du sixii-ine

degré en x, et posant

r
'• d.r _^ [ jlf „

1 /
• ' .! d.v __ r- ydy ^ ^

\i

on Siiit, par I<'s liii\aii\ de Giipcl et de M. l\o>cnluiiii. ipic ./ - r

cl x|' s'cxprinienl j)ar des fractions donl le niimcraleur cl le déno-

niinalciir sont des fonelions des arguments n et c, qui ont une \\\-

leur uni(pi(' cl Unie jtoui' toutes les \alcnrs finies réelles ou imagi-

naires de ces arguments. Ces illustres géomètres onl en nu^uie tem|)s

donné, sous une forme analogue, l'expression anaUtupie de treize

autres fonctions de // el de e (pu (h'pendcnl algi-hrupiement. mai>

d II ne inan lère iriMl loniielle. îles <leu \ prennères. Comme elie^ sont

iiu>si à sens unupu' pour toutes les \;deurs linu's des argument>. d

e>l impossd)le de ne pas U's eonser\er dans le e.deul, e\ le »\Nt(-nu'

eoinpiet (les(piin/.e tonetions se pri''>enle dan-- 1 élude Ar^ [vmv—
eendantes alx'lieiines du pr<'inier ordre, eoiiinu' >iU(ini ii. i.i.t-^iini il

et àamil dans la tliéorie des lran>eendiinle> ellipl i(pie>. ,1e di'^i-

gnerai ces quinze fonelions pai- /",(//. v"), /oU/. i i /', .(//.i").
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v\ |)iir /( '/, i' ) I Mlle (|iiclc()li(|iM' (I ciilrc elles. Sein I il.i hieiiieiil . je

lit mimerai l""i ( '/. r), b\.(//. r ), . . ., l\,;( l(, v ) le> loïKiions de iiièiiie

iialiire aiixiiuelies on |tai\ ieii(liail en [iienaiil |i()iii- |)<iiiil de (!('-

paii les ('(inations

l / — a V ~-
I =r^ (ly = u,

''>

î , v^5.- , r'v-^"?.-.

où a, [i, V, sont des constantes el '!>./• un |)oj\noine du eln(|iiièMie

on lia sixième degré en ;r. Mainlenaul je poserai, eoiniiK; il .-.uil,

le problème de la transformation des fonctions abéliennes du pre-

mier ordre :

Le polynôme 'ox tUant (loniu'-, (h'tnrminrr les coefficients

de 'hx eL les constantes a, [i, y, o, de telle sorte cjiie les quinzi',

fonctions Viit, r) puissent s'exprimer rationnellement par les

(/(/inze fonctions fin. i").

II.

On sait cpie les fonctions symétriques rationnelles de a: et j', dé-

finies comme fonctions de ii et t' par les équations (i), possèdent

<[ualre paires de périodes simnitant'es, el ([iie ces périodes, on an

moins leurs doubles, a|)parliennenl aux (piinze fonctions fiti. ci.

Ainsi, en désignant par les lettres lo et -J les indices simultanés de

périodicité, on aura (jualre relations de cette forme

J'{u -H Wy, c - 'j,, I
— _/( n, c),

J\U — (0,. l- -r- 'J, ) =/( u, »' ),

/(u -^ ui.i, r -I- •jj) = /\ //, e),

/( u -r- t03, t' -H 'J, ) = /( u, e ).

Mais il existe entre ces périodes, telles (pion les tire du calcul in-

tégral, une liaison exprimée par l'équation suivante :

( 3

)

coo Jj — W3
'-»o

-^ ^'h'->-2 — W2 Ji — '->•

Et si Ion nomme Q/ et V/ les quantités analogues à to/ et -j/, dans

les fonctions F(w, r), on aura de même

<4} <>„V3-Q3Vo-:-t2,V,-o,V, = 0.
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Cela posé, si l'on demande ([ue les foncLioiis F(m, w) s'exprimenl

rationnellement parles fonetions /(m, r), il faudra évidemmenl

(|ue les périodes simultanées w/ et u/ appartiennent à F, et soient,

par suite, des sommes de imdllpics cnllcrs des périodes 12/ et V,.

On de\ ra donc avoir ces relations liiu-aircs à coefficients entiers.

(5;

OJo = aoOo-+-«i-i-+-«2ii2— ''3 lis- Jo = «u^o-H ail'i— a^Yi-i- «aVi.

œ, = boQo -+- ^li-'i-H h.>iîi-i- 63 Oj, o, = />*„ l'o— ^i ^'1— ^2 V,-!- ^z.,!';,.

w., == ^0^0 -^ Cl Oi-t- C2Q2 -f- Cj i>.,. ^2 = Co Vo-T- c, r,— Cj 1% -T- C, Vj.

«0
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I' ill-dllS

<t^,l/,l -~- ^o':i — ''(i^'i — '/o".i — "i (f> -t- f'i'i — 'i ^': — '^A "2 = /«"
5

OU iiiii,! \c> j)n>|i()si| i(iii> -^11 1 \ ;iiili'-< :

i" Le (l<''lciiiiin;iii( (le >\ •^Iriiic Iiik'miic (()) «•>| iiii carn'' parlail,

à sa\ 01 r /i -.

.•i" Si deux >\ si ri lies liiK'aiics sont sou 1111 s aux ((uidi lions (-), 011

olil iciidra. ru 1rs roiiinosaiil . un iioii\rau systrinr liiu-airr. |)oiir

lr(|url rllrs aiironl ('i;alriiirul lirii. \A ru rxpniuaul la rrlalioii dr

roiii|)osiliou par I ('({iialioii

1' "0 ''1 "• "i . ,

'^» 'J-l 'J-l '>:>
, I ^u -^1 ^1 ^i I

\ 0, h, h,
/>J ) io 3. h 'h\_\^><> '^. ^-1 '''W

\ f'o f'i '•2 '^:i l i Vo Vi 7:; 73
( i

*-'»' G, C2 C.t r

( d, dy d, d, ' ( o„ .:, .:,, 5., 1 f L), D, D, 1., )

ou Irouvrra. si I ou pose roiuiiir pirrrdrinuirul.

«0^3 -i- ^'o (-'3 — Trt l^.i — </(, 'I3 ^ (Il di -k- hi cy — ri />2 — di a., = /.",

«0 ^3 -+- ^0 73 — 7o ^^3 — Oq a:j = a, 02 -t- ^1 72 — 71 3.2 — Oi ao = /.,

AoD3^BoC3-(:oH:,-D„.\3= A,D2--I5,C2-<:,B2-D,A2'-^ K.

I rijualiou

K = Av..

3" Si X ^ I . ou aura donc K = /,•
; alors |r diMiuirai roniuir ('(|iii-

^alents les syslrinrs

«0 "1 ''2 "i ,

[
An A, A

2

A3 \

b„ bi h, h; I \ Bo B, B2 B3

r„ Cl c. Ci i J Cn Cl L-î C.

o'o (/i d. di )

'

Do , Di Do D

Cola posé, Iors(jue A" est preiuier, le noudue tolal des systèmes non

é(iiiivalents est

, _^ /, _|- kl -r- /c\

4" Ces systèmes non rcjuivalenls sont rej>résentés parées quatre

types, où les lettres i désignent des nombres entiers arbitrairement
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pris (l;iiis la S(''iie o, i, 2, . . ., /•" — i :

'

I <)(><) \ i' I o () o \
I

/." i () /'
, i /." o i i'

',11' ',111-
.

'

. I
\'

'

o o /, <l l J o o I o 1
'

J II o / —

/

o o o /. ) \ o o o / / ; o o 11 1

o I o

o o o I

5" \ I Mil (|ii('lf(»ii<|iic (I enlrc eux c()rrf.s|)()ii(l lonjours un aiilrc,

e-l un s(Mil, Ici (|uCn les eoniposanl, (lu ol)li<'iine le système

/' o o II

Il / Il o

o ( t k II

Il o II /.

ou un sjslèiue <''(|UisaleiiL à eelui-là.

()" Soit

I <'u i'i ^i -'s j

\ \h 1ji 1»2 l'.i
f

l'i) <'i c-i ••.?

<1„ (I, (I.. .1-,

un n<)U\eau s\slruie liuéaiic. pour Icipiel on ail

a,i<I.) + I)u(:j — Cob:j — (X^'A-i = ai th -i- bi C2 — Cj Ij» — d, 02 = 1.

On pouira représenler dans toute leur ^('ni'raiilé les svslènies

(îori'espondanl à un nombre pi-emier /. , en faisanl, et dans lordri-

(pu t'sl indi(|U('', la coiuposilion suixaulc :

I
i"o ;>i i'j i'3

j
1'

/' ^> " \ i S'il 3i t-i 23
J

\ K !•> i'-.. b.< o /. '• o % 3, [i. S3 f

•il 'I '
-J

' ::

( 1 ( I
I

( i 2 1 1
;

O O I II

I) O (I I

IV.

Les proposilions cpic je \irns dénoncer moulrent a\ee i'\idt'uee

(pu- les syslèuies linéaires eouiposés de seize ('léuienls assujellis à

vérilier les é(|ualious (^), sont oalièremeul analoi;ues aux systèmes
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liiitMircs il (lu.ilrc Icllrcsl ," ,' / (
' ). Les coiisiili riitioii^ >iii v;inles

rciidionl celle ;m;il()L;ie ciicf)r'C |)liis iii;iiiile-;le. je r;i|)|)ellei;ii

dabonl ce ([;ie M. (l;iiiss iioiiiiiie sithsl il ii lio/i (idjainh' \\ iiiie

siilisliliilioM <luiiiiéc. !S(jil, [)ai' c.\ciiij)lc, la siilj.sliliilion S, cuire

<|iiiili'e iiulélei'iiiim'es

.r = «u X -r- «1 V -+- «2 ^ -T- '''.) ^ •

y ^ b^ X -•- />! Y -t- b. Z -,- b, U,

:; ^ ('o \ H- e, V -I- c, Z -)- c-, U,

H — df, X -4- dx V -T- (^/j Z -f- c/j li

.

et A le (lélennin inl du svsièine

/•/„ H\ a-i (7
j

.

A„ 6, /., /y,
f

i --o C, r.. r^ ^'

'
./„ r/, d. d-,

'

hi suhslilulioii ï adjuinle à S sera

— T —— n -;- -— ^ — îf
«r/rtj

"
<r/ai da^ da^ '

r/A r/A ^ d\ , f/A ,,

<Lb(, dbi db-i db^

d\ d\ d\ 3 r/A ,,,

'/e,, f/c, </C2 t/Cj

'/A </A f/A . f/A ,,,

</^/o ac/i r/^/o (/(/^

Mais c'est seulement en vue de la théorie des formes quadratiques

à plus de deux indéterminées que M. Gauss introduit cette notion,

car une substitution cuire deux indéterminées étant

.r = rt(,X -H «1 Y,

r = b,,\-^bi\,

(') Vojez sur les systèmes linéaires une Lettre que m'a adressée M. liisenslein

{Jour/ial de M. Liouville, t. XVII), et ilans les Comptes rendus de l'Académie
de Berlin (juin iSba ), un article du même géomètre, iniitulé ; Uber die verglei-

chung von solchen (criuiren quadralisclien Fornien. welclie verschiedene de
terrtdnanten liabcn.

H. — I. ai)
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OU oljllcnl, |)Oiii' hi siibslilulion luljointc,

1) = — «I J -+- f'oV,

il 11 csl \isil)l(' (|ii"()ii passe de la prciiiH'Me à la seconde eu l'aisaul

X --
1), \ - l),

./ = — F, Y - ~ .T.

Or une propriéLé loule semblable apparlient aux substilulions

à quatre indéterminées, dont les C(jeflieieuts \éri(ieul les équa-

tions (7). Alors, en elTet, la subsliluliou adjointe !î] se déduit de S

en faisant

X — w, .»' = 3- - = — 'K " — — f>

\ = /. W, V = k 3, X =— k\), U = — /. -T.

Ce résullal découle de ce qu'on peut remplacer le système des

('•(jualions (7) par le suivant :

«U^>3 -f- "1 i}}. «2^1 — <^':i^0 = <•)

"0 ^3 -1- «1C2 «2^1 «3<^0 — <J-

<ïo d-n -\- cixdi— (/o f/] — a^ dd = A",

60 C3 -^ 6ic.2 — ^>2('i — ^i(^0 = l'\

Oq d:i -^ bydi — b-x dx — b^da = o,

c» d-i -t- f
1 ^^1 — Ci (^i — C3 fl'o = <•)

»[iii lui est entièrement é(pii\ aient.

V.

Un dernier leiume nous re>le encore à établir a\ aiil daborder la

ibéorie de la transformaliou des fonctions ab('licuucs. Soit

l'expression générale d une forme à(|ualre inilélenuiiiées. If» cocl-

lîrienls vérifiant la relation fj, j = o ,_,- el le signe ^ s'étciidaiit

aux valeurs o, i, 2, » des deux indices, [•.n élablissaul eiilre les
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(:()crii(irul> de telle loriiie les ('(|ii;il i()ii> ^iii \ .iiih's :

rtoo"23 — «03 ^ "II "22 — «12-

rtoo"23 -t-"22«Ol — "02' "»l -f-"l2) = O,

"
I 1 "23 -'- '?:)3 "0 I

— «1 .1 1 " I 2 -r- "03 )
~ ".

"00«I3 — "ll"u2 -i- "UI ' "12 — "(13; = •»)

">2"l3 "33 "«2 "23' "12 ««3) = O;

elle jouira de celle piopriélé (ine, la IViriiie adjolulc élaul désij;uée

par
f(J,„ .T,, -T.,, J3),

011 aura
f{XQ, ^1, X-i, X-i) = l'( J„, Si. -To. .T:,\

(Ml faisanl

I,a ([uautilé o est donnée par la relation

"ou "33 -+- "01 "23 «02 «13 — "u3 = "11 "22 -H «01 "23 — «02 «13— "12 = ^,

ol son carré est j)récisénient linvarianl de f.

De là résulle l'acilenienl la proposilion suivanle : Soil

une lianslorniée dej, obtenue par la substitution linéaire

To = «0^0 -H «1 Xi H- «2X2 -+- «3X3,

xi = (^oX'o -f- ^1 X, -I- biX.2 -h hsX-i,

r-i — Cq Xo -s- Cl X, -+- c.y X. -r- C3 X;j,

^3 = do Xo -I- </i Xi -T- d.,X., -T- c/s-^s,

dont les éléments vérifient les é(pialions (j), les coefficients A/

y

seront soumis aux mêmes conditions (pie ceux de la proposée.

Ainsi, on aura

-^00 ^-.'..i — -^G 3 = -^1
1 -^22 — -^

1 2

>

^00-»-23 ^ -»22'"^01 ^^02 (-^03 "i- -'^
1 2 ) ^= <'î

-^11-^23 -+- --^33-^01 — ••^13(^ -^12 ^ -^03) = O,

Aoo^l3 — -^11 A 02 + -^01 ( -^IS Ao3 ) = <»,

A22 Ai3 A33 A„2 — A23< A12 — Ao3 j = <3,
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Cl fiifin, si l'on pose

Aou»^33-H -*01 -'^23 -^02 ^^13 — *^u 3 ^^ ^11 '^22"^- A(i| A 23 — AqoAjs— Aj^ = A.

f)n oljliendra

Ce résullal montre qu'on jieut isoler en quel(|ii(" sorle les fonnesy

des formes générales à quatre indéterminées, pour les comparer

entre elles par les siihsiiliilions spéciales que nous avons définies.

On pourra ainsi se poser sous ce point de \ ue le problème de Téqui-

valence arilhmélique de ces forjnes, établir la notion de classe, re-

cliercher les rapj)orts entre les classes distinctes qui correspondent

à une même valeur de o. Dans un Mémoire publié dans le Journal

de d'elle; tome 47, page ''\.\'S, j'ai déjà donné un exemple d'une

théorie arithmétique conçue de celle manière, et (pii se raj)j)orle à

(1rs l'ormes à cpialrc indc'tcrminécs d'une nature analogue à celle

des formes binaires. Mais il me suffit ici d'avoir (hjnné la notion

des fonnesy, dont on va soir le inle important dans la théorie des

fonctions abéliennes.

VI

Les ]>ropriétés des loneliims de deux aigumeniN analugiio à la

transcendante 0, <pie Jacobi a iiilrnduile dans la tlu'ctne des (onc-

tions elliptiques, étant la base de nos reclienlies. il est nécessaire

que nous les ra|)peIions en peu de mots.

Soil dabord

F(Qu^ ->-
î-*i .1% V,,./- -f- Vi_r I = i'( ./•, y ).

en ajant égard à la rcdalioii

L>o V, — o, V, -^ il, V, — iio V, ^ ().

on trouvera (|u aux p('iiode> simullaut'es de b . rejiré--«eii tee^ p.ir

i>„. V„.

«.>,. V,.

i-'i. V,,

correspondent respecti\cmenl dans la bmclion liau>lormée J". les
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|»»M1()(I<'S

I , «',

O, I
,

II, (V,

G, II,

où Wtn lail, |ioiir iiltn'^ci-,

^, ^ 0:,Vi— o.V:,
ij
^ OqV, -t>|V,

^., ^ OqV,, — oa-Q
' OoV, — L>,Vo' o.Vo — L>„r,' ' o,r, — OiVo'

CVla posé, désignons par fl>(a'. j') la foi'ine (juailrali(|uc

cl SOll

l8) 0(\r r)= ^ ( I )""/+"/' e'7ll(2/« + ;j,)x+-(2«+v)jl-f-|/7t'î'l2«+U.,2«+V) •

la sommation s ('loudant à toutes les \alciiis culirres de m et /?,

depuis — oc à -f-x. En attribuant aux quantités /v, ^, jjl, v toutes

les combinaisons possibles des valeurs o et i, on obtiendra les

seize fonctions par lesquelles Gopel et M. Rosenhain ont exprimé les

numérateurs et le dénominaleur commun de 4-, (.r, y), i-o(jr,j)'), . . .,

i-, 5(.r,j)'). Ces ionctu)ns, que nous réunirons dans une même forme

analyti([ue, en gardant les quantités /?, ^, |jl, v, vérifient, couime

on le reconnaît très facilement, les relations suivantes :

0(.r, j+i) = (-i)ve(^-,j),
'^'*

^ e(.r4-H, J--+-G') =(— i)/'0(^, y) e-i7i(2r+r/)^

e{x -H G, j -h H) = (— n? 6(37, _/) e-i7ï(2x-)-G).

Et, réciproquement, ces relations déterminent la série (8), saut un

facteur constant; qu'on suppose, en effet,

0(.r, y) = \ \,„ ,;(— i)w/+.v/) g/7r[[2//(+'j.|.r+(2/i+v'j) + i27i'I>'2/«+[;.,2.7+v'^

on trouvera, en substituant, que les deux premières sont satis-

faites, quel que soit A„,^„, et les deux dernières donneront, en éga-

lant dans les deux membres les coefficients des mêmes exponen-

tielles,

d'où il suit bien que le coefficient A,,,^^ est un facteur constant.
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I.;i l'oiiiif f|iir nous avons donnée à la si rlc (8) met égalemenl

en évidence la r-elalion

( I o ) 8( T, _r ) = ^''- !J..'-+v^)-(-^ /7i<I> ;j.,v; Q^ I X -, y—- '

en a|)|»claiil poiif (in inslani (),, eelle des seize fondions flans la-

(|iielle/>. (j. a. v sont Ions égaux à zi'ro. On voil ])ai- là (ju en aiig-

nienlanl les argunienls de demi-périodes, on peut aussi exprimer

les seize (ouelions par lune quelconque d entre elles.

Kniin nous aurons celte propriété

(m e (
— .r, — j>' ) = (— I

)/'V+7!J.
, r. y ).

(I où n''sulle(jue les jonelioiis Mn|)aires correspondront aux \alt'ur>

de j). y. u, V. qui donneront

p-) -^ q \x^i \ ( rnod •;. i.

Ces foneln)ns. comun- I a d(''|à remar(pié' ("iftpel. sont au nf>ml»re

de six.

VIF.

Ces piM'Ii mina 1res ('ial)li'^. iioii^ ahorderons. comme il suit, le

problème de la transformation.

Soit, en conservant les noialions du i^ 111.

I f>n "i "• << : 1

)
A„ />, A, h. I

I

'n ''l r.y r.,

\ r/„ (li (/.2 Cli

un système linéaire, dont les éléments sont (\c> nombres entiers

ipii V(''rir!enl les (Wpiations

"»ili-- th^Ci— r„A| — (1^,(1 ^
— (>,

Ooff-,-- boC, — ('tif>> — </o'ii = o.

c/„ r/;f - ffyt ^3— e,, A)— r/„ </;î — /.

.

<7| fl-, h\ c-i— r. A., — ^/| n-i r= / .

<i\tl\'- l>\Ci— <! I>i— <l\(i^ = o.

<l l'l:\ -r- h\ ^3— V-, />., ^o (1:^ := O.

l*oiir abr(''ger I ('iTiliire. r(>|)r(''sriiliiiis un in>lanl par r, la fonc-

iKMi liiu'aire r//.r -j- A, )•. / dt''sii;nanl l'un des nombres o. i. :». ,>,
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cl j>()S()n>

on aiii'ii ce lli(''!»iriiU" :

Ijt fonilinn n{x,y} sa/isfai/ 1/ ces é'/i/rt/io/is clf lut'ino Joiiin-

ijnc li's i'ujuiil ions ( i)). savoir :

Il (
./• -T- I , y )

^1 — I i'" M I .'•, )• I.

U{r, y -\- \) = (
— I )" II ( .r, y ) ,

n(.r-^A, j'-4-^') = (— i)P ni.r,y)e-'-^''^'-y^s''^

\ n{x~ g,y-^ h) = (— I )'1 n ( .r, y) e~/7t/.(2x+.A'),

r/ ,s7" Von ri'présente. pour sùupUJler, les (/iitintilés oihj — Oj^'i-,

ctiCj— fijCi, ..., pitr {ob)ij, {ac)ij, etc., les vrileurs de ^\ A, g'

cl de h- — "-p-' ss10ni

I ^ _ (dh},i~' (<//v),|G - o(V/A),i:,ll — (V/Z^jogG'-t- (<//».:,( U'^ — GG'
)

i
" ~ (a(>}n ('/*^)iiG -r- i(aô),,.Jl -^ (ab)i,G'-\- {ab).,3{H-^— GG')'

I _ (gr/im --(adj-.n G -r- {?Jad)o:i — A\ H -f- (ad)j^_G'-^(ad)î3(U-— GG')

I

~
(a6ioi-i- («6);jiG-i- 2(rt^)j3H + (rt6)o2GV (a6).2:,(H2— GG')

1 , _ (cfc)ni -^ (aO-uG ~- o(ac)^nH ^(ac)>2 G'-h (ar).,3(U'— GG'

)

I

* ^ («A)oiH-(«6).j|G -7-2(a6)o3H -t-(a6)j2G'-t-(a6)2:j(H- — GG )'

(Ct/)0|-|-(Cfl^)3|G+-2(crf),i:,H^-(C<^)02G'-4-(crf);3CH^— GG' t

(rt6)j, -r- (a/^):)! (j -f- 2(''f^ij.-i H H- iaù}oiG'-- {aù)r.i( H-— GG'i

On aura enfin, pour les nombres entiers 111. n. p, i], les ex-

pressions
; m = ;ji <7,i

-+- V «7 , -4- yja. -i- (ja^ -i- «t) «^^ « i «>.

' n = ijL^u ^ ^li,^-^ pb-i -\- gb3-+- b^b^ -h b^b-i,
(i5)

\\ — aco -^ vr, 4-/JC2 -i- «/C;, -!- CoC:, — Cic.,^

/i2-

i^ = <x r/u -^ V ^/i -f- pd> -r- (jdi -r- d(t d^ -^- rfi (/a.

Nous ajouleroiis comme corolhiire à ce ihéorème, qu'en résol-

\ant les é(juations.(i4), par i-a[)poi-l à G, H, G', H- — GG', on ob-

llenl

G
(cr/ lo-j — (//c)23 i?- — i ( bc],3 h — {db).,3 g — ( a^ )2:i ( // - -

_ (>'<:/;i2-r- («c)i? jT + [-2(6012— ^'K' -^ {dh)xig -^ {ab)i.i{h-— g:
~ (cc/)23— («c)23^ -f- î{bc)^_3k H- {db).3g'-^ (ab),-j/r^—gg')

ç.,_ (»-<-/):u — (ac)3i.g" -t- ^C^c):!! /> — (db)a g' -^ (ah)^i ( /i-— gg')
~

{cd)i3~r-{ac)iig ^ 2{bc)2ili — {db }i3g' -^ {ab)i3{h-^ — gg'
)'

„, rr' (rd)n\-h(ac)Q,g^o.(bc)n,h-h(db)oig'-h(ab)oi(h^— gg')" '-''-' == "

—

'1 ' n 77 '• ; "T": r •

(c« )23-;- («Cl23,^ -I- libOin'^' — ('lb)-2:ig -^ tah)-y,,{n'- — gg \
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Les résulliils <|iic je viens (Vcnonccv inellent Iminédiiilemciireu

évidence la iiK-lhodc que j'ai siii\iedans la question de la Uansfor-

mation. Celle niélliode, bien nalurcUe et bien simple, consiste à

inlioduire le système de seize fonelions h, analogues à O. m.iis

dans lesquelles G, IT, G' auront été remplacés par g-, /i, «', puis

à employer les relations (i3), pour exprimer n(^, y) par des

combinaisons entières et homogènes de ces seize fonctions. En
ellet, on \o'\[ de suite que le facteur cxponenliel c'''^^-^''^^''-'*''^''"''^

étant indépendant des (juanlilés p, q, |jl, v, disparaîtra dans le

quotient de deux fonctions dillércntes n(x, j'), qui correspondent

à deux systèmes distincts de \alcurs de ces quantités. Or, ces quo-

tients représenteront les fpiinze fonctions £ aux arguments

«0 + G Cu + H^îo
5 ^1 + H^;, + G'c^ , exprimées rationnellement

par les quinze quotients pro\enant de la division de deux fonc-

tions fi(^x,y). Mais avant d'exposer cette mr'tliodc. nous avons à

approfondir la question suivante, (|ui niéi'ile tin examen attentif.

Mil.

La fonction 0(.r, j»), étant seulement déliiiie par la st'rie

^^
( fy,lf/+np g<7r[(-2/H-(-[J.lr-l-(2«H-V(.>i + |i7r"I'(2>n-4-|i.,2/;-t-Vi

n'a d'existence qu'autant (|ue celle séi'ie est convergente. Or, en

posant

on tiou\e que la condition nécessaire et suflisantc de con\ergencc

consiste en ce (|ue la forme quadratique (CJ, i],
(J')

soit définie cl

|)osili\e. Il est donc indispensable, lorsqu'on introduit le svstèmr

(les (onctions 0(:r,jj'), de s'assurer si la condition analogue, rela-

ti\<' ;iuK éléments g-, h, g\ se lrou\e renqdie. \insi, en posant.

pour mettre encore en éAÏdencc les parties réelles et les coef(icicnt-i

de /,

A'' = !l(i
'-- i&, Il = 1)0 -i- '"'), »' = 00 -1- ' !l', /' - -- A"*' = îio— 'î".

nous avons à reconnaître si la fornu- i i]. I). ()") (-^1 flIc-uK-me d('-

linie cl positive.
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A CCI cIlcLj'iiilioduib la ioiiiio siilvanlc à fiiialrf! iri(l<Meriiiiin'-cs

/( j-o, r,, .r.,, T-,) = (,".r2 -»- + (,'tÎ -f- ((j"(E)o— (l'i 0^)^l ^((J(Qo - ()o® ••^•.1

- u(CO^o- (Oo,0)3^2.r:,- 2(ii,<io-(j'g;)-^i^2-'-^C').0o- ()o()")-^o.r„

cl je rcnr('sciilc par .'"tll le iikhIiiIc du (h'uominalfiir c(iiniiinn tics

valeurs <le ,;'•. //, ,-', <li"'^ '«'-^ é(iualions (i4) du i; \ II, de sorle que

-^ [(«^)31 ()'
-'- •i(«''-')03 ,0 -i- («'-'^Oî ()"'- («6)23®]-.

Cela fait, on aura les ihéorènics exprimés par les relations sui-

vantes :

D--oo'= -.y^
(5- -()¥)•

Comme la seconde montre (|ue les déterminants I)-— 39'.';' — d'O'

sont de même signe, il suffira de ])rouvcr que i"un des coeffi-

cients
(J
ou 9' est positif, pour être assuré ([ue ( J), 1), 9') est une

forme définie et positive comme (()', ,0, (j'). l^ai- là on se trouve

amené à la considération de cette expression remarquable

(pii présente le Ivpe général des formes à (pialre indéterminées

dont j'ai donné précédemment la notion (§ ^ ). Ainsi, en dési-

gnant la forme adjointe par f(Jo, -^n ^i-, -^"n), on a cette propriété

caractéristique que / se change en t par la substitution

•^0= <.'?-(]'j'>-t-î, .r,= (1)2- (,'lj')J^2,

:r, = -(ry2_Ç,Y;')Jf,, ^^ = _ (/)2 _ ÇjY,") J„.

De là résulte une analogie très erande avec les formes binaires:

au point de vue algébrique, par exemple, on reconnaît quelles

sont réductibles par des substitutions réelles à lune de ces trois

espèces :

(I) XS-X^-Xi-Xi,
(II) _X2_Xr~x|-xi,
(III) \i^x\-\i-\i.
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mais seulcmciil à lune (J elles, de sorte qii on doit exelurc celles-ci:

M;ii> je ninsiste pas davantage, en ce moment, sur cette analo<;ic.

el je vais, en appliquant les formules connues, montrer que f
ap|)artient à l'espèce (l). Il faut pour cela calculer les invariants

(les formes /{x^^ a7|, o, o), /^(^o? ^n ^2? o), et enfin l'invariant

de /elle-même. Ces invariants sont respectivement

\\n y joignant lunilé et le coefficient de x^. on forme ainsi la suite

r;ira(léristi([ue

()i- cette suite ne présente que des, permonrnces, puisqu'on a<lmei

par Iivpollièse que (j, Cj\
(J(J'
— fy sont des quantités positi\es.

De là résulte que la forme / esl réductible par une substitution

réelle à une somme de quatre carrés; ainsi les quantités

;1
^ Typ, /i ^\<- ^'i, /'i- ^.i »:

il'
= Tyr^ /"'• «^'o. f'i: «2, «3),

soiil bien essentiellement positives.

IX.

Va\ posant

gx^-^ilixy — g'y''-=
'y (a-, 7),

les seize fonctions dont l'existence se trouve dé-monlrée par ce (pii

précède, seroni représentées aiusi :

les iiiiinbres m. n. p, ;\ étant, comme 'x. v, p. y, égaux à zéro ou à

I miih'. l'allés satisfont aux é([ualions sui\anles. entièrement sem-

blables aux équations (9), et qui les définisseul ;'i un facteur con-

stiiul près, savoir :

^{x->r\,y) = (—
'

'"' ^J< •'•-.'^ fK'-r, j + i) — (— I 1" Oix.r),

Û(.r -- A, j)' -4- ^') = (— I )? (i(^x, y I
e'-'tiî.v-f-f-i^

( a- -i- jj,',
) -i- /* ) — (

—
I ) 1 f) ( .r. )• ) e -i^i>-^ff'

.
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Il s'ii^il 111 iiiilrii iiit <!< li'N <'iii|)|i)V('i' |iiiiir cxitriinrr lu foiic-

1 11)11 II ( .J", r ), (INC nous ;i\ (111^ (ji'liii ic pur h'-^ i|ii;il n- ichil nm-- M 5 ),

!:; \ 1

1

. \ iTl rllcl, |c {•(iiKinniciMi d ;il)or(l (iii a\;iiil

U(.r,y) - (à { j\ j- ) ("T^^=''~r'^-t~'*-'^' -.•-'>^

,

on ix'ul joinili'c à ces rcliilions (on(l;iin('nl;ilc> la siiixanlf :

IK— .r, —y) = X\{t, y )(—[)/"' ^'/[i-.

( )i'. il osl Irrs lacilc d ('-liMir (|n fii sii|)j)osanl /. iiiij)airj on a

P'i -r- q [1. ^^- pu -- iini ( mod 9.),

(le sorlc (jue nous pouvons écrire

( 1 f) bis
)

Tl (— .r ,
— y ) = n

(
r, y ) (

— i i>'"
"^'1'"

.

Cela posé, je lais ahslraclion de loulc aiilro propriélé de la

fonclion ï{{x^y') et, ne gardant al)solunicnt que les relations (i3)

et (16 bis)^ je cherche en premier lieu comhien elles impliquent de

constantes arbitraires dans la f()nctif)n ([u Clles servent à délinir.

I^oiir cela, soil

V" - lin -1- mil 1
'7v:(2/« + mi.i-4-(2rt + n) .1-; + ^^ 9(2m + m,2H-l-Jii

W{x,y) =^ (— i)P" ' 1"'A,„.„ e *>'
^

On,satisfera ainsi, quel que soit A,„.„, aux deux premières,

il (.r ^- I, >-) = (_ i)m n(^, y), n(x,y^[) = {— i j" IT(^, y) :

([uant aux deux suivantes, elles donneront, en comparant dans les

<lenx membres les coefficients des mêmes exponentielles,

' '/ ) •*/«+/.-,« = -»^ //;,«) A/,,
_
„-(_/,= A,„ „;

(Mifin on tirera de ré(|uation (16 bis), cette dernière condition

Or les équations (i-) font voir que tous les coefficients A„, „ s'ex-

primeront par ceux où les indices sont moindres que /, , el qui

sont en nombre éi;al à A-. Distinguons maintenant celui dont li >

indices vérifient les conditions

m ^Ei — ni — ;a, ?i ^^ — n — v ( mod k),

(jui sont évidemment possibles, puisque le module est impair.



iCio cœtvREs ni: ciiaiu. i:s iikrmite.

L'équalion (i8) sera alors une iilfutili'. ci le foenicioiil iloiil

lions parlons reslcra arljilrairc: mais, on Norlii de celle même
relalion, Ions les autres, qui sont au nombre (Je /»- — i. seront

égaux deux à deux. De là nous lirons relie proj)osilion :

L'expression la jjIus générale de la fonclion II i r.y )fjui estdé-

Jinie par les relations (lo) et(^\C) bis), renjerme -^—— coejfficienls

eu tièrenwn t indépendan Is .

X.

Les considéralions précédentes sont éyalemenl applicables à des

valeurs paires du nombre / . Soient par e\cin|)ip. pour A==:i, les

relations

(19) U{.r^:,j) = ll(x,y), U( x, y -,- i) = U{ar, y ),

U(x-^ h, y^ g') = U{x, y) e-^-m(^y-*-s')

,

n{x —g, y— h) = n ( .r-, y )
e-2/Tït2.<--*-fi')

;

on li'ou\ era, en posani

les conditions

Donc U(.T,y) est la somme de quatre séries délerminées, à savoir

cfllcs qui se trouvent mulli|)li('es respectivement par les coeffi-

cienls Ao 05 A^ ,, V|.o, A, ,. tpii restent seuls arbilraircs. ( )r on

-alisfait éi;aleinenl aux équations (i()), en j^rcnanl pour Ili^u', j')

le carn'' dune rpiclronqiie des fonctions 0(.r. l'V Donc ces carrés

s'expniiiciii liiK'airciiKMit jtar (piali'c nomellcs fondions, et dt- là

se lire imin(''dialenicnl la rc-duction al^ébriipie des sci/e ronotions 0,

à (|iiali'c (rentre elle-, pi"is<>s arltitrairenient .

M

l",n i;énéral, toutes les relations ali;tbri(pies et tlillérenlielles tb's

fonctions peuvent être obtenues d une manière analogue. Ici ce

sont les relations algt-briqucs qu'il nou-^ iinporltMle considérer, cl
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piirl iciilirrciiiciil crllcsori ciiliciil <l iiih- iiiaiiirrc liKiiio^t-iic Ir |)ln^

pclil iiomhiT (le IoiicIkmis. cl (|iii soiil en iihmiic lcin|>> «lu rlcj^ri* le

moins cl('\«''. relie est |);ii" exeinple, ii[)rès les rehilions f|ii;Hlr;i-

li(jues, 1 ('(iiiiil mil iiM'iiioraMe du ([iiiiliniiie de^it' olilciiii" piir

G(')|)cl (' ) eiilre I' . S'. P . S , (|iii se d 'iliiisciil «le re\|)res>i()ii ^f'-

nérale de 0. en liusaiil :

l*()iir

1'

.
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<'l la foncliou ll(^jc,y) sera la somme des dix séries eiilièreineiil

délcrminées, et multipliées respeclivemeiil par ces coefficients rpii

d<*iiieiirent arbitraires. Cela |)os<', soient 0„. 0,, 0^. Oj (jualie des

seiz(; fonctions 0; nommons 0/ lune d'elles, et m/, n,. fi. .^/ les va-

leurs des nombres m, h, p, .-j, ([ui la caractérisent. Faisons encore,

|n>iir aljiéger, .s/= p/n/H- .]/iii/; on satisfera évidemment aux équa-

lioHs (19), en prenant pour Il(\r, r) les quatrièmes jouissances de

ces fondions, et les carrés de leurs produits deux à deux, quels

«pie soient m/, n/, p/, .],-. Or on peut joindre à ces expressions, qui

>ont au nond>rc de dix, le produit O^OiO^Oj. si ! ou pose, -unaut le

iiiodide i<,

, lllQ-f- llll -1- lllo-f- 1113:= O, iig-+- ili -r- 11.2-T- 113^ o,

(•^O) • po-^ pi -^ po -^
f3
= O, qo— ^li-i- v^î-T- .]3= O,

'

^u-î-.Vi-t-.-ï-l- .^3= O.

Sous ces conditions, on obtient nécessairement, entre les onze

quantités que nous considérons, une relation linéaire, puisque

toutes s'expriment linéairement |)ar dix fonctions déterminées. Or

l'existence de cette relation suffit à notre objet, et nous n'aurons

pas à employer les valeurs des cocfficicnl^. (|u'il serait daillcuis

bien facile de trouver. Xous nous bornerons aux r(iiiar(|ues >ui-

\ an tes :

1° On >atislait aux écjualions (20) de la manière la [dus géné-

rale, en prenant. sui\ant le module 2,

m ^ «H

,
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scronl paii'cs cL les (l(;iix aiilic-' iiii|i;iiir> : .mciiiu! rrl.ilion ,ili:<'-

hri(juo ilii ([iialrlcnic dcyrc u .nira lieu ciilrr ([iialic^ Idik lions iiii-

paircs.

\ll.

Je considère niaiulcnanl une (uiiclioii lii)iii()t;("'iic de Oy, 0,, 0^, O^,,

(loiil le degré soit le noiiilirc impair Â". Une Iclle lonelion .s'exj)ri-

iiiera linéaiienienL par des (piaiilil(;s <ie la forme 0)' 0*1 Of, fjj|, où u, b,

f , b sonl des cnlicrs positifs dont la somme est /. . (]ela posé, en

assujeltissanl ces iiond)res aux eondilions pailiciilirics

b-HÏ);:=sî, C -1- ïi = 7) (mO(l. .i),

£ et Ti élanl o on i, on formera (jnaLre espèces Inen dislincles il<,'

fonctions liomogènes, que je désignerai ainsi :

\\i)(x.y) loisiniOu Iria î =; o, r, =: o
;

lli(x, _/) » £ = I, Y, =^ o;

Ui(x, y) » £ = G, r, = 1
;

ll3(.r, J-) » £ r.: I, r, = 1 ;

et l'on aura ce théorème :

Les fonctions W^i^x^y)^ n,(^, j'), \\.,(^x.y)^ W-ii^x^y) corres-

pondent respectivement à 0„, 0,, 0_,, O.-, ; de telle sorte (/a en re-

présentant par \[i{x,y) r une (juelcon(pie (Tenlre elles, l'indice

pouvant recevoir les valeurs o, i, 2, 3, on aura les relations sui-

vantes :

/ lli{x-^x,y) = {-ir.ni{x,y}, Uiix,y^x) = {-ifiUi{x,y),

^

\ Hiix + A, y + ^-') = (— i)F. lI,-( X, y) e-/7i/a2r+„-'),

j

Uiix -F g, y-i-h) = {—if\' lh{x, y) e-'-:iA-;2x+é'',

[ . Ui{~x-y) = {-ifiUi{x,y),

(jui sont analogues aux équations de définition de la fonc-
tion 6/, savoir :

0,(^ -f- I, j) - (
- 1

)'". 0,-(;r, y), 0,-(a7, y -4- ,) = (- ')"' 0/(^, y\
^i{x -\- h, y -r- g') — (— \)\\ ^i(x, y) e-/ïtl2y-i-é'-)^

0/(.r -^ g^y^h) ={—iyV^i{x,y) e-i^<-^-^-^fr\
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.le vais iiiiiiiUcuanl établir que les quatre fonctions l],ix,y)

coiiliennent, sous forme linéaire, un u(jinljie égal à -^—— di- coef-

lieients indépendants. Concevons, pour cela, qu'en employant

j'équalioii lii)mo<;ène el du quatri("in(; degré, dont nous avons éta-

bli l'existence entre fj,,,
'^m ^2, ^3, o" élimine, dans ces fonctions,

loutes les puissances de Tune des quantités 0, de O3 par exemple.

(Hii surpasse la troisième. Cette réduction faite, toutes le-< expres-

sions 0^0'jO^, Oî), où l'exposant "b ne surpasse pas 3, seront linéaire-

ment indépendantes. Car, s'il en était autrement, on aurait une

seconde relation algébrique, homogène entre Oo, 0,, 0^, O3, d*où

lésidleiail (jue les seize fonctions s'exprimeraient algébrique-

u)euL par (b;iix seulement d'entre elles; et, par suite, que deux

(pielcotupies des (piotienls cpiadi-uplement périodicpies seraient

fouclions algébi'i(pies l'un de l'auli-t:. Nous conclurons de là. qu il

existe précisément autant de coeflicients arbitraires dans n/(j:, 1')

que de solutions distinctes, en nombres entiers et positifs, des

équations

u 4- b -+- c -4- ïi = /. , b 4- ïi = E, c H- î> = r, (
mod -2 ).

lorsqu'on siip|)ose successivement

ïi = o, I, ?., 3.

Or, on trouve sans peine que le nombre de ces solutions est —— ,

c'est-à-dire précisément égal au nombre des coefficients indé|)en-

dants (jui entrent linéairement dans la fonction définie par les équa-

lious ( i.'))et (16 ^/.s) ('). Cela posé, il a été établi, v; XI. que sur les

(jualr(; systèmes de quantités m/, u/, p,, .y\ deux sont aibilraires.

()n pourra donc, en disposant seulement de 1 un diiix. pien Ire

(
'

) La coïncidence de ces deux nombres est si imporlanlo, au point de vue oii

je inc suis placé dans la théorie de la iransfoiinalioii, qi\r je crois ilevoir donner

le calcul qui sert à l'clablir. Soient c, el r,, les xalcurs n ou 1, dolerniinées pur

les conditions
£, ^ £ + 1, T,| --- T, + I ( niod 1),

on Ironvcra iniiiiciliatcnicnl (|ne, pour

î) = 0, îi i^ 2,

lr> nombres de solution^ sonl respcclivemcnl les coeflicients de> puissances x' cl
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par cxeinnlt'

iii„ = m =i- [J-tii, r- vr/i -^ pcii -f- qfi3 -i- ao«.j -H <i\ «1

iio = n H^ <xù^^ v/>, -t-p/ji -4- qÙ3 -.- bof^i -T- f^i/^i

fo — V =^ !^<"o -i- """i -T- p<^i -+- 'ycj H- Co f.i -4- r, ro

q„ = 1^ - fx d„ - - V r/| -4- pii2 -+- 7<:/3 -i- f/o 'h -+- ff\ ^^i

(mod V.
j,

cl |)(»iir / =:= () lairc ainsi coïncider h's c(jiialioiis (ai) a\ec les rela-

xa - dans le i)r(>duil

( 1— a: ) ( I — j:- ;

tandis que, pour

ces mêmes nombres sont les coeflicienls de a:*"' et x^~'^ dans le produit

(H-à:+ a;--i-...)(-z^''+-2^''"*"'+-ï'''*'^+.--)('^''''+'2^'''""'"'+'^''''"^*+"-)= , .

()— a7;(i— vC-)-

De là on conclut ijuc, pour
^ =: o, I , 2, 3,

le nombre total des relations est donné par le coefficient de x^ dans le dévelop-

pement de la fonction
X- •-'

( I + j;=) + a;'i+'.i ( X + .r'')

(I — ^) (i— x^)-

Passons maintenant aux \aieurs particulières de £ et fj. Lorsque ces quantités

sont nulles toutes deux, cette fonction devient

( 1 t- X- ) ( n- .c' )

( I — j;
) { I — j;"- )=

et, dans les trois autres cas, elle se présente toujours comme égale à

(l -1- J7-) l'jT + 37-)

(i— X) {\ — x-y-

Mais les développements de ces fractions ont même partie impaire, car leur dif-

férence est la fonction paire —, ; donc, pour des valeurs impaires de A", le

nombre des solutions des équations proposées ne dépend pas des valeurs de j et r,.

Ce nombre sera ainsi le quart de celui qui se rapporte à l'équation unique

a ~ b + I -t- b = A-,

en supposant ù = o, i, 2, 3. Or, suivant ces cas, on trouve successivement les

nombres
(A--i)(A+2) A(A-i) A(A-!) (/,_,) (A- -2)

et leur somme, divisée par j, est bien égale à •

11. - I. 3o
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lions (i3)eL{ i() Ins). Nous sommes amené parlait celle proposillon

fondamcnlalc de In tliéorie de la Iransformation des tianseondanlfN

alx'IifMines du |ir(niier ordre :

L(i fondion

(iiix /nodules d, II, (j peut être exprimée par une fonction cn-

lière et homogène, du degré k, des quatre fonctions ho{x,y).

0,(x, j'), ôj(^, J-), 63(^5 )-) aux modules g. h. g', qui dépendent

des premiers par tes équations (i4)-

XllI.

Mais ce n'es l pasiineseulemenldes seize fonctions () qui s'exprime

ainsi par Hq, 0,, Oo, O3. En prenant en eflel pour U{x, y) successi-

\emenl les quatre fonctions homogènes de ces quanlilés que nous

avons j)récédemment nommées IIo(.'". V). n,(j", >'). rT2(j^,_^T).

Usi X, y), et <pii toutes renlermcnl liiiéMUfiiicnt constantes

arbitraires, on satisfera de la manière la |)lus générale aux équa-

tions (i3)et [i6l>is) pour quatre systèmes dilVérenls de \aleurs des

u()ud)res >x, v. />. q. \a les valeuis de cc^ nombres s obtiendront

en j)osanl

111/ ss iiao-T- 'fOi -r- p't-i -T- f/a^ -i- n„(i:i -4- (i]Hi.

11/ ^ yibo -+- v/>, -r- pl)i — <jl>:i -r- l^i,l>:i -^ l>\ f>>,

fi = Î^Co -+ vc, -T-pc, -(- qC3 — Co Ci -4- r, Cj.

.], s= |j.<r/y -+- vr/j -+- pd-, -+- cpii -+- d^d.f — r/, </»,

suivant le module 2. Pour plus de clarlc-, je désigne par u/, v/, />,.

Y(, cell(;s fpii correspondent à m,, u/, p/. .^,, et je lais 5,= v,/>/-|- a/zy,-;

on lioiivera alors très lacilcnu-nl

[J-O + [^l -^ 'M -+-
l^-i = <». '',) — '! -'- ''2 -ï- ''.1 =^ O )

/',) -+- /'l -H /J2 -i- /'3 = O. V.. -T- 7 I
-i- r/j — Y:( ^ o )

A'o -r- •">! -r- Sj -^ A-:i " O.

()i- <•(•> relations sont de même for ni • (pie le^ (•(pialioU'^ ( uiV v^ \l,

<'l I ou ea conclut cette proposition :

y>c.v ijuatrc fonctions (-) que nous exprinutns par des fonctions
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liotnoi^i'Ufs et du ili'<^rf /.', de 0„, 0,, Oj, 0;,, soni lires, eoninie

celles-ci, (xir tiiif éjualion homogène du qudlrii'nie degré.

\l\.

Les rt''>iill:ils prc'cédenls coudm sent iiiiiin'ilialcinciil iiii \ rchilnjn^

(Milrc les quolienls (|u;idrti|)leinciil pcrlotlifuies (|ni prox ieniienl

de la division de deux foncliou>> C-), el ceux qui prox ieiincnl de l;i

division do deux fondions 0. Ces derniers, en rc<;ardanl g. A, g'

coiniue ai'l)ilraire>, rej)i-t''srnl('r()ul les fonctions périodKjiics les

plus i;én;'rales. auxrpielles donnent naissance les int(''j;r<iles ullra-

cllipti(pies de |>reini(M'(' classe, lorsfpiOn aura remplacé les ariiu-

inenls x et }' |)ar d'autres (jui en dépendent linéairement d nue

manière quelconcpie. On ol)ti<'nt ainsi la solution du problème de

la transformation, tel cpie nous 1 avons posé en commençant. Mais

nous allons présenter la relation obtenue entre les fonctions et

de dillérents modules, sous une fornu' analvticpic mieux a|)pro-

priée aux considérations cpii nous restent à développer.

JNous ferons, dans ce but, la sul)Stitution suivante :

37 = X -4- /< i -+- ^11, y = If
-^ g' :. -+- // u,

et nous poserons

Ç(.x, If, i, II, g, h, g'
)
— ^)yx -I- // i -+- gu. If -f- g' i -!- /m);

remplaçant ainsi la fonction aux deux arguments x el )', par la

fonction "t. qui dépendra de .v. i\. z. u. Gela posé, soient

X: = a-ix -H b-i i| -f- Ci t

on trouvera aisément ces relations importantes (
' )

.'

so -^ G -, — n Zi = AV -^ G U 4- H i,

i, +H03— G'j, = ij 4-HU -i-G'i.

5o -3 4- - 1 -i -r- * < -3 . -/I = a j ( -\^ -+- H i -f- G i:) ) ( a; -}- A z -~ gu)

-^b^(X--h\\ i^Gt))(ij^,.?''4 — /m.)

+ «.2(iJ -+- G' i -H H l!) )
(.V -f- A - -+- ga

)

-f- 62(5" ^ G' 6 -^ H l') ) (.V — g'--h a )

.

(') On se siiivieiU i|ii'ini îj \I1. I.i qnimliié a x -i- by a ôlé désignée, pour

abréger, pnr c.

<r/ou.
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I^our aljrégcr l'écriture, rcpiM'Scnlons \>nv y celle expression (If-

la forme (jua<lrali(jiie ZaZ:i -\- z, z-^ n- '^{^s-, ^i)', t'I convenons <l«'

MK-llre (Ml indice à la foncllon Z les \aleiirs(les nombres m, n, p, .y

(lui Hj^uienl tlans la fonction dont clic d('ri\(\ nous aurons aloi's

ce nouvel cnon(;é des théorcmcs de transfornuilion :

Les qi(((i/e fondions représenlres par

«''^''^av,„<"'^-'-5~'i-' "^ G, II, (i';,
[•^l 'i/'i '/i

le nombre i pouvant recevoir les valeurs o, i. 2, ?)^ s^expriment

par des fonctions entières homogènes, et du degré k des quatre

(juan tilês analogues

Les modules g^ h, g' dépendent de (î, H, G' par les équa-

tions (1 4)5 § VII, et les quatre nombres u/, v/, /?i, qide m,-, n,-, p/, .],

par les relations

(inoiJ i).

m,= [jtjCfo -^'-"/«i ^ Pia-i ~ (li<'i -^- "o"3 — ",«-2.

11/ = >Xi bo -t- v, 61 -+ p, b-i H- (p b.i -H />„ 6:, -
/^i Ao.

p,- = [X/ Co -F v/ c, -!- Pi Ci -t- y/ (•:, -i- r„ C:, -H r, c',,,

q/ s a,^/o ^- ijdi - /^j c/î -4- 7/r/:, — (l^d-.^ -r- ^/i c/j,

auxquelles il fa ut Joindre les suivantes :

llly -+- IU| !- lllj -i- HI3 ?S o, IIq-^IIi 11.2 -i- II3 ^ o, \

po -V pi 4-
P2 + p3 == o, .]„ -H .-1, --

.yi -f- .13 = o. ' ( moij 1 1.

.^0 ~.M -+-."•-- ^3 = o, '

et celles-ci, qui en sont, comme nous l'avons dit, la consé-

quence :

;Jl0 -t- \f-\ -+- \H -r- 1^3 ss O, V„ H- V| -f- Vj — V3 = O,
J

/'o H- />i -^ /^-i -H />:i
^-^ O. «/o -t- 7 I '/2 -^ '/3= o- ' f 'nod J» I.

A'il -t- A"i -1- a, -t- .S'.i _- o. 1

\\

.

Vax [Kirlant de ces rcsullats, je Nais di-iciiuincr combien >'ob-

ricuncut de Iransformalions dislinch's hu-inic le nond)re impair /.

ot suppose prcuiuT. Je uic buidcrai à ccl l'Iltl ^ur celle |)ropo-

silion :



T It A N S I O II .M A 1 I O \ 1 1 i; S f ( ) \ (. T I O N S A II i; 1. 1 \: N N \'. S .

( 'on s i(l< 1(1 lit 1(1 siihsl il iil imi

A- — an \ J- ai V -H a^ Z -•- i^ II,

,:^~ = a« \ -+-
fi, Y + ^., z -i- ;i, l'

,

i'»'.)

V)

VoX -4- Y, V-1-Y2Z + Y.-iU,

0,1 \ -H 0| Y -;- 02 Z H- 0;, U,

c/o/// les coejjlcicnls saiil des nombres entiers assiijcl I is an.r con-

(Iil ions

«0^1 -!- ?oYi — Yol^i — Oftaj = o,

«oO^ -f- [Î0Y2 — ïo 1^2 — ^n'-'i = "'

«o'j.i -+- (^oY'i — T» [-'•i
— '^o^.i — '7

«1 02 H- |îi Y2 — Yi r'^
— ^1 =«-' = I

«103-1- ^lY3 — YJ i''i ^I^'S — <'

«2 ^3 + ?2 Y» — T2 ?3 — ""2 ^3 ^ "

/'// hi faisant siii^'re fies «jnalrc suivantes

III.

X = .V,

Z = /..,

u = A...

X = A-.v,

Y = /.v -

Z = kz.

U = r.v

IV

X = v,

V -/..,,

z = n( -f- ;,

U = Au,

X = A.v,

Y-^/.,|,

z = i .V -f- i i( -t- .

U = i" X -I- ni -:-

oii i, i\ i'' désignent des entiers jtosilifs inférieurs (i A, on pourra

obtenir dans toute sa généralité la. siibsliliit ion

A- = «0 •» -H l'Q l| -L- r,i - -:- '/o 11

,

;J = «I .X- -f- />i i| -H r, z -+- (il 11,

i = a-ix H- ^2 i| -4- C2- -4- do II,

1') = «.j.v -i- fjt i| H- C:j ; + f/ju,

do/it les coefficients sont assujettis aux relations fondamentales

«0 di -^ l>o('i— f\, bi — (f, a ,
= o,

Clt)di -I- hf^C-i Co^2 — 'Al "2 = ":

«0«'î -^ '^O'^S — fo^S — f/o"» = ^;

«I di -H />i ("2 — Cl 162 — d\ (i-i = / .

«1 <;/:j -4-
^>i r-i — Ciùi — dy a^ = o,

a^di -t- /v2 C3 — Ci t>i — di a-i — o.
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.

Celle proposilictn i-onferme, comme on noi'i. Im lli(''orir> ;iiltlim«'-

lique de la rc-diK^lion des svslèmes linéaires

/^o
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liilioiis |•(•(lllil(••^ lie (luiinciM poml de luriii iilo non \ cllfS. Nfais si

les noinhrcs 111, U, p, (\ ne coiiicidciil |>;is Ions a\cc |j., y, /^ y, lit

coinl)iii;iis<tn (le celle liauslornialioii aura é\ ideiimiciil pour tdlcl

(le pcniiulcr les expressions des diverses fonelions Ç, dans les lor-

rnules de Iransfoinialion iclalixcs aux snhsliliilioiis i('(liiil(s.

On est anieiK" par là à nue eonsidc-raliou eulii-renicnl S(Mnljlal)l<'

à celle (pii a vlr présenlée |)ar Ahel dans la théorie des fondions

eliiplicpies, cl (|iii a pour consiMpicnce de iiiiill 1 plier pai- six le

nombre loLal des Iransfornialions données pour la |)renii(''re lois

|)ai- .lacobi. Sculenicnl, il l'an l bien remarquer que les expressions

laiionnelles de la forme

.y =
> j'

considérées par Abel('j, conduisenl à des relalions iiialiouiielles,

si l'on compare deux intégrales elliptiques i)rises l'une et l'an Ire

à partir de la limite zéro.

Dans la théorie de la transformation de fonelions ab«'-liennes. If

nondjre de ces transformations distinctes dans lesquelles /• = i esl

égal au nombre des substitutions dillV-renles, re[)résenlées par les

é'(piations (22), lorsqu'on prend les coefficienls sui\anl le mo-

dule 2. Or, en ayant égard aux relations (|ui existent entre les

coefficients, on trouve ce nombre égal à 720, c'est-à-dire au pro-

duit : 2.3./Î.5.6; nous avons ainsi ce théorème :

Le nombre des transfonnationsdistincles des fonctions ahé-

liennes qui correspondent à un nombre premier k est

-1G( I -h A- H- k"- -H k^).

XVI.

Parmi ces diverses transformations, celles qui correspondent aux

quatre types de substitutions réduites, lorsqu'on y suppose égaux

à zéro les nombres entiers /, /'. ;", méritent une attention particu-

(') Voyez les Œuvres d'Abel, lome I, page 379. Ce point de la théorie de la

Iransformation sur lequel insiste l'illustre géonièlre, est elTectivennent de la plus

grande importance, par exemple dans la recherche des modules qui ilonnenl lieu

à une mulliplication complexe.
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llc're. On volt alors, en cfTel, se présenler iininé(Ji;iienienl la nolion

iinporlanle des transformaiions snpph'nnenlaircs, qui. sous !<•

poiaL de vue le plus ^(''U(h"al, résuite de la ciiKjnirine des propo-

sitions aritliinélicpies données § III. Les substitutions que nous al-

lons ainsi considérer, dans les tlu^orrines de transformation, seront

les suivantes :

X = .X-,
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(Ida \)i)>('\ il csl clair (|n"cii a|»|il i(|iiaiil I une a|in'-. Iaiili-c les

liaiisforinalions rclalix es aux loiiclioiis I cl i\ uii II cl III. on |)ar-

\i('ii(lia (le CCS (îciix mamcics à rcxprossioii ilc

^,(/..v, /
II,

/.;, Au, G, H, (•.'),

par (les polynômes ciniers lionioj;ènes cl du def;i"(' /.-, conlciiaiil

les (pialre louclions aux inèiues modules

!;/(.Y, i|, :, 11, r., II, G'j.

Revenons mainlenanl dc> fonctions "C aux lonclions de di-ux

arguments dont elles tirent leur origine, nous obtiendrons le théo-

rème fondamental de la multiplication des transcendantes abé-

liennes, à savoir que les quatre fonctions Qi(kx, ky)sont des po-

lynômes entiers, homogènes et du degré A- composés des quatre

fonctions Si[x,y).

\ \ 1

1

.

Les formules de multiplication pour les quotients quadruple-

ment périodiques, pi'ovenant de la division de deux fonctions 6.

découlent naturellement des théorèmes qui viennent d'être éta-

blis. Seulement, il importe de préciser les divers groupes de trois

quotients, qui correspondront respectivement aux divers groupes

de quatre fonctions 0/, dont les nombres caractéristiques ;j./, v/,

/>,, qi sont assujettis aux conditions

1
|J^0 ^ ;^1 -+- [J-i +- lJ-3 ^ O, Vo H- Vi + V2 -t- V3 ss O, \

( 70 his) < Pq-^ Pi ^ Pi-+- P3^o, cjo -^qi-^ q-i-^ ^3 = o. / ( moH 2 ).

( .Tp + 5, -f- 50 -T- 53 = o,
)

Je me fonderai, pour cela, sur la distinction de ces quotients

en deux genres bien difl'érents, telle que la faite M. Veierstrass-

non seulement pour les fonctions abéliennes du premier ordre

que nous considérons en ce moment, mais pour celles d'un ordre

quelconque ('). Les quotients du premier genre, en adoptant les

(') Voyez Journal de Crelle, tome 47, ou dans le Journal de Liouville (tra-

duction de M. Wœpcke), le Mémoire dans lequel ce savant géomètre a donné un

aperçu de ses grandes et belles découvertes. Voyez aussi, dans le tome XI du Becueil

des Savants Étrangers, le Mémoire de M. l\osenhain couronné par l'Académie,
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nolations de ccl auleiir, seront (Jc'signc'S par al [x ) ).j,. avec tin

seul indice qui recevra les \alenrs o. i, ;^, 3, 4- I'"' sexprinienl

comnic il -ml. pai' les ioiiciions H|j.v./j,7? savoir :

I
©1000

>'•{) —
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les iiidico do fom limi^ H ('liiiil (li'l<'iiiii ii<-> (l;iii-> co loriniilo \).\v

\,\ t'oiitli iKiM i|u (Il Nii|i|i()>;inl

HiioiPi) niiooii ï'oooo

j.", v", i>\ if soiciil Ic^ \;il<MU-> <i on I . (|iii >ii ll>('<)iil iiii\ icl;il imis

iJL"== ,a4- IX, v"—- 7 4- •/'
)

iiiod. >.

p" ~ P -V- j>\ q' —q -+- v' \

(a'\a posé, on ;iiii;i ce llit''oirm<' :

Tous les groupes de. l/ois </uo/ie/i{s d\[x,y) Jorniésavecf/uane

/onctions dont les nombres caraelérisliques |j./, v/, />/, <// t'<?'/7-

//*'/?/ les ér/u(f/i(>/)s (•>.() his I seront eonïpris dans celle forme g<''-

nrrelie :

al(J-.j)a- alfr. >')[î,.-, ;il(.r. j-)g,;,

sons la coiuliliou (luc les Indices a, ^j, y, o, s seroiil Ions dillérenls

les uns des autres.

Celle condition admise, le lliéorènie fondamental pour la mni-

liplicalion des arguments dans les fondions alH-liennes (juadru-

plenient périodif|ues s'énonce ainsi :

F.es lni is foiiel io n

s

al ( />-.r, /.;r ).^, al ( /,.r, /..))[i.--, ;<i ( /.r, A;r )S,î

sonL des /raclions riilionmdles. (lyant pour nuinéraleuis et

dénominateur commun des polynômes entiers et du degré / -,

pai' rapport à

^^(J',y)a.^ al(.r, r~)cj_,., al('.r, j')s,ç.

Ces Lrois fonctions sont d ailleurs liées |iar une équation du

quatrième degré; conséquence de l'équation homogène et du même

degré qui existe entre les quatre fonctions 0/(x, r).

Wlll.

C'est aux résultats piécédents que je me suis arrêté jusqu ici

dans l'élude de la transformation des fonctions ahi'liennes, et je

vais terminer cet exposé succinct de lues recherches, en faisant
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voir commenl celle lliéorie analytique de la Iransfonnalion se

Irouve élroilemeuL liée à la théorie analytique fies formes quarlra-

liques dont j'ai parlé- § I\ . Jleprenons le tin'-orènie du s; XI\ .

consistant en ce que :

Les (fuatre fondions rep/esenlées par

.v^' l'on atlribue à l'indice i les valeurs o. 1,2, 3, s'exjninienl au

moyen de fonctions homogènes et du degré /,•, des quatre quan-

tités

^Ml,U,p,.l,(-^"' '.I' -' "' .^^ /'' ^'):

les modules g, A, g' dépendant de G, II, G', par les équa-

tions (i4) du § VII, et les arguments -Y-, 3", &, O de .v. ij, z, u,

par celles-ci :

.\. = «„.V -i- bo 1) -4- fyZ -^ CA, 11.

, rj = « 1
•^•- -T- <^ 1

'I
-4- Cl - H- r/, Il

,

jc = rto .V -t- Uo i| -t- c-j - -H o-i u

,

X) =^ «3.V -f- ^3 1|
-+- f

.t
- -;- r/.j II.

Or, à celle relation ainsi formuh'-e enlrc les Iranscendanles !^,

de dilTérents arguments et de ddîérenls modules, correspond la

rclalion arilhmélit[ue (pie donne le tlii-orème siiixanl :

Soit

(; = (,; -^ /(,, II = 13, -i- f (), G' = fj;-f- «(/, H2 — GG'=- cDo-^/(.P.

fr = flu + 'il. /' = bo + fl), A'' = flô -^ 'H'. /'- — A'^' = ïo — /i»:

nommons J(-V-, ;y, i), O) Af forme quadratique qui s'est déjà

présentée § V^III, savoir:

H- ((/cOo — {io(ii)^y- - ili-vj - •).(
gi, .0

- ir.'jo) -v-o

- 2(l?oi; - (j<!jo)5'i:) - n(0,'jo - lOo •)) il!)

et considérons de même l'expression semhlahlc

|'( .V, 1), i, u) = fl'.x-î H- fll)-^ H- ( (l'îly 0^, H );•-! -i- ( ilî>„
— JV.H) II-

— •.>. I) .VI) — •.>.

( {)'„ I) - 0' I),, ) .Vi — }.
[ go l) —

;1 bo ) l|l»

— xiibo — l'ob.) -Il — -ilbbo — îiîi'o) 'j- — '^i bb„ — joj' » -vu.
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Les vai idbics X-, iV, i, i') ciaiU liées à .v, i|, ;. u /"//• 1rs rtj tin-

tions ( u:>.), dont les coej/icients sont des nombres enliris assu-

jettis aux conditions fonda/nentdles

llM<l\ - b^iCx — Ty/;, <f/j//, -^ o,

(i„di -H 6(1 Tj — Cy^i — dacti — o,

a,, </3 -H ^>^)Vi Cf^hi '-' dijOi — /.,

'
'-^^

'
' y / Il I"

l
''• ^ "l ''2 <"l t^2 'M ^'2 — ''S

«I c/3 T- 61 r., — c, 6j — t/irt3 — O'

a.y r/3 -i- 62 (":, — Ci bi — d-i «3 = 0,

un mira identiniLcnient

THX-. 5, i, V)) _ f(.v. M. ^. Il >

.')- - - \\\\
~

' l)- — flô'

'['elle est donc la nature «le la relation entre ces deux formes

«juadratiques, senihlahlonient composées avec les modules G, H. G'

el «, //. g\ que la première se clianf,^e en la seconde mullijjliée

par /> , au moven de la substitution qui transforuK! les transcen-

dantes -^ aux modules G, II, G', en des fonctions homogènes et du

degré A, des transcendantes analogues aux modules o-, h^ g\ Ou
voit ainsi comment vient se présenter cette étude arithmétique de

formes particulières à (|uatre indéterminées, où l'on n'emploie pas

ciimme instrument analvtique les substitutions les plus générales

entre deux groupes de quatre variables, mais les s)d)stitutions par-

ticulières (^'JLi) définies par les équations (aS), et qui reproduisent

des formes du même genre. C'est précisément à cette idée que je

me suis déjà trouvé conduit dans un autre travail (Journal de

Crelle, t. 47, p. 343), en ayant en vue l'étude purement arilhmc-

licpie des nombres entiers complexes a -\- h \
—

1 J ai j)u alors

traiter, par les méthodes propres aux formes binaires, les princi-

pales questions concernant les formes particulière ^ à quatre indé-

icrminées «|ui étaient l'objet de mes recherches, et ajouter par là

de nouveaux caractères de similitude entre les nombres entiers

n'els et les nombres complexes (M.

(') En poursuivant les reclierchcs que je viens de rappeler, j'ai obtenu le lliéo-

rànie suivant, qui olTre un nouvel exemple de celle analogie :

Les équations à coefficients entiers complexes et en nombre infini de la forme

az" -\- bz"~' -h...+ gz -i- h = o, pour lesquelles la norme du discriminant {c'est-
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Ln pareil rapprocliement entre les formes ^( -\-, 1^, i, O) cl les

(onnes binaires semble éji^alcinent devoii- se présenter; on peul du

moins le pr('sumer. d'après les propric'-tés relali\es aux formes ad-

|(tiiilcs. ('•noncées au vj \ III, cl smiuiil |);ir celle e\|)r-c>-;ioii rciuaf-

(pialtlc cl lacilc à M'idicr, s;i\(tir :

J( Al,
.J, i, V); = ii'.Xi - 'jyx-tlj, -^

(J.Jl

lin
I

ai (ail . pf)ur abix'j^er.

A:, = ;v^-^oi -i-(i'uV>: ^i = iT + l);^+.'3oVX

CcpendanI l'analogie de ces Iniiiics |)ailicidièrcs. (pic
j
ai nom-

luées à indéterminées ima<;inaii'cs conjuguées a\ec les formes bi-

naires, ne persiste pas toujours: |)arfois, comme je lai fait voir.

il arrive (piOn ail à la suivie dans j)lusieurs directions difl'érentes.

cl bientôt on est amené à des questions où la nature des formes à

(pi;ilrc variables se manifeste sous n\\ point de \ue qui lui est

propre, et (pii exige de nouveaux princi|)es. Les m?mes circon-

siances viendront-elles s'oll'rir dans les (picstions analogues doni

le point de dépari s'est trouvé dans la tliéorie des fonctions alx--

iicunes? C'est là un ordre de considérations ai-illimétlques aussi

iiil(''re>sanles (pic difliciles, sur lesquelles je pourrai peut-être un

jour ollni- iiiix ;miis de la science le ri'siill il de im-s reclierclies.

à-dire du nombre entier complexe, égal à a'("-') multiplié par le produit sy-
métrique des carrés des dijérences des racines), conserve la même valeur, ne
contiennent qu'un nombre essentiellement limité d'irrationalités distinctes.

(Voyez pour le Ihéoicme analogue, relatif aux iioinbres réels, le Journal de
f'relle, t. 47, p. 333.

)
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Co/njili-s ifiiiliis (le r trt/'/i/ttit' des Scir/icrs. l. \l,l.

C osl à M. Caucin (|ii on doit la première (IcMiioiislralion |j;éné-

rale tle la rcalitc des racines de I équalioii remarcjuahle à 1 aide de

laquelle se déleriniueut les inégalités séculaires des éléments du

niouvcmenl elliptique des planètes. Cette équation s'obtient,

couinie on sait, eu égalant à zéro le déterminant du système

«1,1—6 «.M ... r/,,,,

«1 > «2,2— ^ • • f^n.-i

«1.3 "2,1 ••• fn.:i

«I,« (ti,n . an.n—

dont les éléments rtjx,., soûl tics quantités réelles soumises à celle

condition,

J ai fait, au sujet de cette équation, la remarque suivante <pie

lilluslre géomètre a bien voulu m'eugager à comniunicpier à FAca-

démie. Supposons (pic les éléments r/jji.v du détcnninanl cessenl

d'être réels et prennent des valeurs imaginaires (juclconques, mais

avec la condition que a^^., et a^,,^ soient des quantités conjuguées.

Il est aisé de voir que le nouveau déterminant ainsi formé et que

je nommerai ti, sera essentiellement réel quoique composé délé-

ments imaginaires. 11 ne change pas de valeur en effet en v met-

tant — y/— 1 au lieu de \i— i, car on ne fait ainsi que remplacer

'''ji.v P'^r rtv.u.} cest-à-dire substituer les colonnes horizontales aux

colonnes verticales, et Ton sait bien que celte transposition n'al-

tère pas la valeur d'un déterminant. Cela posé, l'équation Q = o

conserve la propriété si remarquable de léquation = o, elle a

loutes ses facinrs essentiellement réelles. On peut le démontrer

de plusieurs m;iuières. par e\cin[de en transformant le détermi-
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iiaiil il "Il nu aiilre à éh^nents r«'-els. (11111 nombre douljle ^J*'

(•(jlonnes cl sviii(';lrifjue par rapj)ort à la (liaf,Mjnale, de manière à

lelrouver précisémenl la l'orme analytique du déterminant H. Ou

oljlieuL aussi une dénionslraliou dircele en employant la Lelle el

savante méthode qu'a donnée mon ami M. le D"" Borcliardt, de

Berlin, pour calculer les fonctions de M. Stunn dans le cas de

l'équation = o. Quoi qu'il en soit, la réalité des racines une fois

établie, on détermine par la règle suivante combien il s'en trouve

<-nlre deux limites données Oo et f),. Nommons Q/le déterminant du

^vslème
*i.i
—

,—
"lA I

«/.<— fJ
!

calculé de manière que le terme principal ait le signe +, et dési-

gnons par (h) le noudire des termes j)ositifs de la suite

«»,, L>i. iï,. ..., <>„.

Si Ton suppose 0, >0o, la quantité (^Ou)sera plus grande que^^^J, ),

ri la différence (Oo) — (0, ) sera précisémenl égale au nombre

des racines de i'équation Q= o qui sont comprises entre Oq et ^\-

On remarquera «pie la suite

iii. '-l-i- lia '-'-n

est plus simple ([ue la suite des déri\é('s du premier membre de

r('qualion proposée qui serviraient d'ailleurs au même usage à

cause de la réalité de toutes ses racines, et sans doute il serait j)o>-

sible de passer directement de la seconde suite à la première,

comme la (ait M. Caucliy dans une circonstance analytique trè>

semblable (Co/;?/>/c.y rendus, t. XL, p. 1329V Mais, au point de

\ue où je me suis placé, ré(|ui\alence des deux suites, comme

l'existence d'une infinité d'autres (jui jouissent des mcmc> pn»-

priétés, se déduisent immédiatement d'une proposition élémentaire

et fondamentale de la théorie îles formes quadratiques. Au reste,

c'est dans l'étude algébrique des formes quadrati<]ues. mais des

formes (piadralicpics d'une uatnrc toute |)articulière et dont je \ai>

ilonner la (léfinition. (pie \icul ^'oH'iir d'une manière directe

I ('(piation ii = o. Leui- caractère principal con>isle en ce que les
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iii(lcli'iiiiiii«''es y soiil |);nliii;(''cs en deux ^roii|K's de \ mniMc-^ iiii;i-

ginaires, les \;irl;il»lc> Ac I iiii (lr> <;i()ii|»cs éUinl les conjuyuc'cs des

variahirs de I aiilic ^tim|)c. \iii>i, en icpic'^cnlaiil >. /i \arial)lrs

iiiiagiiiairo p ir

X = X ->- .f'

y

— I, Y = K-t-^'y/— •> •••' U =:«-(- u'^— i ,

\o = •'• — J"V— 1 ' Y„=j' — yy/— 1, U„=«— "'/— ^,

on aura l\'\|»rt'ssi()ii analvlKjiic >iii\anle de <'es lormes, savoir

O = \o( «1,1 X -f- «1.2 Y -r-. . .-^ «i.„ U)

+ Yo(a2,i X -)- rt.,.-2 Y -H. . .-f- «•.,/( U)

Uo(«„.i^ -+- «//.L'Y -I-. . .-H a„.„U ),

et celte expression sera ('videniincnl réelle en nieltanl en évi-

dence .r, )', ..., //, ./', y'' •••< if\ ^i le^ constantes a^^.^ et r/v,a sont

coninie précédemment des (|iiantités imaiiinaires conjuguées. C'est

principalement en \ ue de 1 élude arilluiit-tiipic des nombres entiers

complexes de la forme a -\- b ^/— i que j ai introduit la notion de

ces nouvelles formes, comme on pourra le voir dans un de mes

Mémoires publiés dans le Journal de d'elle, t. 47. Mais, dans

ce Mémoire, je me suis borné au cas le plus simple où l'on consi-

dère seulement deux paires dindcicrininées imaginaires conju-

guées. Depuis, en essayant d étendre ces premières recherches,

j'ai reconnu qu elles conduisaient à des principes nouveaux et

féconds |)our 1 ('lude des équations aii;él)ii(|ues à coefficients com-

plexes. Ainsi, au seul point de vue algébrique, je me suis trou^é

amené à la détermination du nombre de leurs racines qui sont

comprises dans l'intérieur d un rectangle, d'un cercle et d'une infi-

nité d'autres courbes fermées ou à branches infinies comme l'hy-

perbole (
' ). Ce sont autant de cas du beau théorème de M. Cauchy

sur le nombre des racines qui sont renfermées dans un contour

quelconque, et dont la démonstration très facile et très simple pré-

sente ce caractère particulier d'être indépendante de toute consi-

dération de continuité.

(') Voyez sur ces questions t'extrait d'une Lettre que j"ai adressée à M. Bor-

chardt et qui a été publiée dans le Journal de Crelle, t. 5'2.

H. — I. 3i



SLR QUELQUES FORMULES RELATIVES

TRANSIOlIMmON DES FONCTIONS ELLlPTIlilES.

Comptes rendus de l'Académie des Sciences, i. \L\ L

L'expression générale des quatre fonctions 9 sur lesquelles

repose la théorie des fonctions cllipli(jups est, comme on sait, la

su i\ an te :

"^*
r w .1

\x et V étant zéro ou l'unité et o) une constante imaginaire telle.

qu'en faisant

w = w,, -I- iM
I

on ait (0, essentiellement diflerent de zéro et ])osilif. ("es (piatre

fonctions sont définies, à un facteur constant ptrs. par les équa-

tions

et elles jouissent des propriétés cx|)i'imées par les relations sui-

vantes :

ô|j.,v(—-^' = (—'»'^''^u..v (•'»,

/ M^'w vu.' ,

Uf>-t-v\ ;::( JA.r-f- i--— - -4-

)

e * ' .

(U''> -*- V \

La prcuiièi-e de ces relations uionlre que des quatre fonctions

une seule est iuq)aire. (^idle (pii correspond aux \aleurs u = i

,

V= I : les deux suivantes inoulreut conunent la loiuiule
^^
V i. quels
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(|ll(' soient les ciilicrs y. cl v, lie ddiiiic rUcct i \ ciricii I (
j
ne (| ii;i Ire

roiiclioiis (lisl iiicifs : ciiliii hi (Iciiiirir |)('iiii('l d «'\ |iri mer ces

loaclioiis piir une seule d Ciilrc elles. A ces relations nous join-

drons enfin, Kieii (jne nous n ayons pas à l'employer ici, la sui-

\anle, cpii loiiinii d<'s é(pialions algéhri(pies ou dillérenlielles

au\(pielles salislonl nos (onctions, et où )e suppose

savoir

,i. _ [^' =: a, V — v' = ;i,

2e(^,v{a7-|-jK)e[j,',v'(a7— jK)Oa,o(o)0„,jj(oj

+ (— I)v0,j.^,,v(.r) f)|j..+,,v(^) Oa4-i,u(jK) ^i,^(r)

-h e(j,,v+i (a^ ) f^(j/,v'-+-i (a- ) Oa,i (J) Oa.p+1 ( J).

Cela posé, soient a, 6, c, d des entiers tels, que ad — hc = A",

A" étant essentiellement dilîerent de zéro et positif, faisons

Li = j—,

m = a ;jL + 6v -+- ab.

n = c [JL -(- r/v -{- cf/.

on aura les relations fondamentales

n(a:-H-r) = (— i)"»n(:r),

n(a»-i- 1>) = (— D» n(^)<;-/'''rt(2x+û)^

qui servent à exprimer n(.r), quels que soient a et v, au moyen
des quatre fonctions analogues à 0, mais relatives au module Q, et

que nous représenterons par

A cet elTet, je désigne par T, une fonction homogène du degré i

des carrés de deux des fonctions 0; cela étant, on aura pour k im-

pair cette expression très simple

•2

Laissant ici de côté la détermination de ces fonctions désignées
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|)arT^_,, je vais seulement, dans le eas (Je A- = i , où T est une
~
2

simple eonsLanle, en donner la v,i1(mii-. (|iii exii;e une analyse assez

délieale.

Supposons le nondire b posilil, comme on le |jeiil toujours, car,

s'il en était autrement on chercherait la formule de Iranslormation

relative au système des nombres — «, — />, — c, — d, ainsi quon

y est autorisé par la nature de la condition ad — bc = i , qui n'est

pas altérée par ce changement et, cette formule trouvée, on en

(h'duirail immédiatement celle (juil salissait piiinil i\ iiiniil d i<\>-

tenir, la constante T restant la même ou clian_i;eaul seulement de

signe, comme il est aisé de le reconnaître par le changement dont

nous parlons. Cela étant, on aura

o-i 1 1 ,
.'

> e-''^ -;

ù étant une racine huitième de 1 unité doul \(iici la di'lermination

^ — - iniiir [l.'' + 2 bc \).v -4- /((/ v^ + 2 fi/>r JJ. + 2 iili'l V -t- «6» c)

et le signe du radical carré \/
— ib[a -+- biii) rlnnl pris de manière

que la partie réelle de ce radical soit positive (
' ).

Des cas particuliers de cette relation ont été déjà doiuK-s |»ar

Jacobi dans un Mémoire sur r(''(juatioii dillV-rentitlIt' à jaqindle

sat isfoiil les séries

1 ± ). (j -+ >. <7*± u <7'' -4- . . . , 9. ^q H- •>. \/q^ -(- 9. /y-» -t- . . .

(yjournal dr (^relie, I. 'X\. cl Jottriuil île lJiui\'i\\(- . Iradiu-tioii de

M. Puiseiixj. Mais 1 illustre auteur, laissant de cè>te la dt''teiiiii-

nation de o, se borne à annoncer (|iie le signe de la constante

dépend de la (piantité désignée [)ar le symbole
(

. 1 dans la théorie

(') l'oiir /; — o. I.i liirniiilf ilr ti'iinsfnriii.itinii se i<-(liiil à l°Oi|tialii<i) ^tiix.intc :

au.'

0. ,(.T, (.) )
— c ^ ' 0,„_ „(.r.(o -^ a ).

a élanl tin nombre ciitior arl)ilr;iire. m itant fi^al à a cl ii à a (,
ui -r- 1

1 -i- v.
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fl<'S i(''si(liis (|ii;i(li ;iti(|ii('^. ( ,<• lail si ieiii;ir(|ual)lc r(';>nllc, en cllel,

»lf> |)r(i|)iicl('S (le lu si'iic

V .
"i^-iV

(T= > e-"t 7
.

qui se trcnnc cominc facleiir dans la valeur de T. Soit d ahord

p élanl impair, on aura

si a est impair, el

lorsque a est pair.

En second lieu, supj)osons h impaii-; alors on pourra déterminer

deux nombres entiers m et n par Féqualion

a ^ nib — 8 /i

,

et l'on aura

a = e

Ces résultats (
'
) se déduisent des formules données par Gauss

dans le célèbre Mémoire intitulé : Summatio serierum qua-

rumdain sin<:ulaiiuni; seulement j'ai fait usage, pour éviter

autant que possible une énumération de cas, de la forme sous

laciuelle elles ont été présentées par M. Lebesgue dans un Mémoire

(') Peut-être n'est-il pas inutile d'observer que l'imaginaire /, qui figure dans

la série a ou dans l'expression de cette série par les symboles de la théorie des

résidus quadratiques, est absolument la même quantité qui entre dans la défini-

tion des fonctions 6 par l'équation ( \). Je ferai enfin remarquer que a se présente

toujours, comme le produit de \Jb, par une racine huitième de l'unité; de sorte

qu'en résumé la constante T a cette valeur

^a
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iiitilulr : -S'///' le synihole
\ t) ft "^w '/iirlques-unos de ses appli-

cations. Je remarque enfin (jiic I introduction «les noinljre> j. et v

d'une part, lU et U de l'autre, permet de n'-sumer dans une seule

('(jualion, savoir :

''
' \ a -r- OCO /

ce que Jaeohi nomme la lliéorie des formes en nombre inlini des

fonctions 8, théorie sur latpielle il avait annoncé un tra\ail impor-

tant que la mort l'a empèclié de publier.
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TR^iNSFOKMVTlOiN DES FONCTIONS ELLimuiES.

Journal de Mathéniatufaes pures et appliquées, 2" sér., t. III.

L'expression générale des quatre fonctions ^ sur l('s(|iielles repose

la théorie des fonctions rlliptif[nes est, comme on sail, la suivante :

"""^
r w ,1

X"^ ,,,<, ;Tl i2 «; H- U.) .«-)- -• (Sw + U.)-

(A) 6^,,(^)=> (-i/"'« L •
4 • J,

]x et V étant zéro ou l unilé et to nne constante imaginaire telle

que, en faisant

(O = W,| — l Wi,

on ail (0, pssenlicllemenl dillérenl de zéro et positif. Ces quatre

fonctions sont définies, à un facteur constant près, par les équa-

tions

6^.,v(^ -1- w) = (— 1)'-' Ou..v(>)e-'''^'2-^+"»',

et elles jouissent des propriétés exprimées par les relations sui-

vantes :

V.v'— -^ )=(-•)"'' Oa.v(^),

Oa-1-u.'.v+v (î" ) = ''a'.v
[
^ -^ ^

-^
\e * -

.

La première de ces relations montre que des quatre fonction^ 9

une seule est impaire, celle qui correspond aux \aleurs -ji. = i

,

V ^— I ;
les deux suivantes montrent comment la formule (A), quels
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que soient les entiers a et v, ne donne efï'ectivement que quatre

fonctions distinctes; enfin la dernière permet d'exprimer ces fonc-

tions par une seule d'entre elles. A ces relations nous joindrons

eiilin, l)i('ii (pic nous n'avons |)as à l'einidover ici. la sui\anlc. cpii

f(jurnit les ('(piahons algéhriques ou dificrentielles auxquelles

satisfont nos fonclions, et où je sup|)0se

ji. — [jl' = a, V — v' = p,

savoir :

+ (-i)ve^.^,.v(3^)fV'+i,./(^)0a+,,o(7)^i,?(r)

Cela posé, soieni (/. h, r, ri des entiers tels cpie ar/ — bc ;= Â",

k étant essentiellement dilîereul de zéro et positif, faisons

_ c -h f/co

m = ^ ;jL -^ A V -!- ah,

n = e a -I- fl? V + Cf/.

n(.r ) = 0,j,.v|( a ^ hio ),r]É!'''^*t«+''«'^'.

on aura les relations fondamentales

n(.r — I ) = (—1)'" lli.r ).

n(3- -h ii) = (— I )" 11( .r )e-'^'i^tî-r+û\

qui ser\ent à exprimer fl \r ), ipnds (|uc S()i<M]t ;jl et v. au moven
des quatre fonctions analogues à 6. mais rclati\es au moiliile lî. el

que nous représenterons par

eu..v(.r).

V cet ellet, je désigne |)ar T, une fonction homoi^cne du di^i^n'' /

des carrés de deux des fonclions 0: cela étant, on aura piuir /. im-

paii- cette expression très simple

n(r) = e,„.„(.r)T<__,.

Laissant ici de côté la dctcrmi nation do ces fonclion> désignées
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|);ii- T/, |. je \;ii> sculi'imiil . (l;iii-> le <;is dr /=l, où 'V csl une

>iiii|)lc (•(iii>t;iiil(', fil (loiiiicr lii \iilciii-. (|iii <'\iL;(' iiiic analyse assez

(l('-li(at('.

Sii|)j)()S(»n> !< iKniiliic /' |)osilif, coiniiic on le pful tonjonrs, rar

s'il en élail aulienicnl on clKMclicrail la rorninic (h^ lransloi-niali(ni

relative au système des nomhio — t/. — A, — r,
— d, ainsi qn'on

y est aniofix' |)ai' la nalnic de la condition r/r/ — ^c = i
,
qui n'est.

|>as altérée par ce clianyenicnl . cl. celle t'orninle lron\ée, on en

déduirait iinniédiatenienl celle (piil s'agissait j)riniili\enient d'oh-

tcnir. la constante \ restant 1; 'nie ou (diangeant seulement de

signe, comme il est aisé de le reconnaît rc pai' le ( liangement dont

nous parlons. Gela étant, on aura

y ,
"•—^

—

T =
^P
\/— ib( a -+- b ct) )

5 ("tant une racine liuitième de l'unité dont \oici la d(U(M'inination :

— - in {(ic lX-4- 5 /« \).-i + l)t/^/"-hi iilic JJ.+ 2 iibd V + «//- C)

et le signe du radical carré \]
— ib{a + b^) étant pris de manière

que la partie réelle de ce radical soit positive (').

Des cas particuliers de cette relation ont été déjà donnés par

Jacobi dans un Mémoire sur l'équation différentielle à laquelle

satisfont les séries

\± TLq -h ').q'*±iq^ -^ . . ., i \/q -1- 2 \lq'^ -t- % \fq^' H- . . .

{Jou)-nnl de d'elle, t. 34 et Journal de fJouvillc, traduction

de M. Puiseux). Mais l'illustre auteur, laissant de coté la détermi-

nation de 0, se borne à annoncer que le signe de la constante

dé|)end de la quantité désignée par le symbole
{ j) dans la théorie

(') Pour b — o. la fonmije de transformalion se réduit à léquation suivante :

— DtU.'-

6,j^ .^ ( a7, (D ) = p '» ' 6„, „ ' .r, w + a )

.

a étant un noml^re entier arl)itraire, m étant égal à p. et u à af a 4- i) -i- v.
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des résidus (|iiiMli;ili(|iies. Ce fait si reiii;ti(|ii;il)le résidte. en edet,

des propriétés de la série

V -'^—7-^—
(T= y e *

^

<pii se trouve (;oiniiie facteur dans la \aletir de T. Soit d'aixjrd

p étant impair, on aura

-L
'(-l-^'''

si y. est impair, et

,tL'-^-^^ ï J =J1

lors(|ue y. csl pair.

En second lieu, supposons /> impair : alors on pourra déterminer

deux nombres entiers ni el // pai- ré(|iialion

a ^^ nih — S /i

,

et I on aura

= .--^(^),-<^l^^.

Ces résultats (') se déduisent des formules données par Gauss

dans le célèbre Mémoire intitulé : SiiDiinatio scrun'iini qim-

rumdain singalarium; seulement jai fait usai;»'. |)(uii- éviter

aillant ipic p()>Ml)lc une éntiiiiéralion de cas, de la forme sous

hupiclic elles ont été présentées par M. Lebes;;ue tlans un Mé-

iiKtiic intitulé : Sur le symbolr (
-

|
et sur '/uch/urs-uncs île ses

appUcalions. Je remarque eniin que lintroduction des nombres u.

('; l'eut-rtrc n'i-sl-il |i;is inutile <l'iil)>orvci' (|ii(' l'iiiiiuiiiiiii'i' /. i|iii liijiiri' liaiis

la séiio 1 ou il.iiis l'expression de celle série par les symboles île la lliéorie ties

résidus i|u.iiii,il ii|ues, e-l ;il)soluiiient la mémo quaiililé ijui eiilre dans la déliiii-

lion de- toiKlmn- 'i |),ii- l'ci ii.il iou 1 \ ). Je ler.n eiilin rfiuiir(|uer que s se pré-

scnle ioujiMii>. ("miuc le indiUnL de yb. [i.ir une laeine luiiliéme de riiuité; de

sorte (|u'eii résume la coiislciiite T a celle \aleur

1 = - ou &'• — \.

y/a + 6(0
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cl V (I une pjirl , 111 et W de I iiiil l'c. |)(iiii<'l <l< r(-<iiiii(i- (l.(ii> une seule

((jUiilnui, >;i\(iii'

Il(.r) = Ou v|(« -t- fjtoj.r, ,ole'"/''"-+-''"'"-^-'=: T0,„ nfx, -llt_^\
,

ce <|uc .l;ic(»lii iKininic l;i lli(''nri<' 'les foriiii'S cil noinhrc in /]ni des

fond ions ^), iIk'oiic >ui l;i(|uell(' il ;i\ .iiL amioneé un lra\ail impor-

lanl ([ue la niorl la euip(''(li('' de publier.

Pour établir les formules précédentes, je m'occuperai d'abord

des deux égalités

\\(x^ I) = (— i)'»n(a7),

n (:/-+- 12) = (— I)" ll(>)e~''^''rt(-^^+^',

dans lesquelles, ainsi cpie je lai dii plus liant, on a

m = « tj. -(- 6 V -+- a6,

n — c ijL -+- f/v M- cd^

c -^ d(x>
il —

rt -I- A w

et

A- = ad— bc.

Pour cela, j"ol)ser\e (|ue Ton |)eut écrire

en posant

o(x, m) = h( a ^ bM).T--+- ( -im -^ ix)( a -\- b(jj)x -+- — ( 2 m -+- ;jl )-— m v.

4

Or cette fonction jouit de la propriété exprimée par ré([uation

suivante :

ç ( 3" -4- I . m) — o( r, m -+- 6 ) = 2 ar?i H- m ^ m ( mod 2 ),

que l'on vérifie par un calcul très facile, et il en résulte que l'on

peut écrire

et, par suite,

n(a7-l-l) = (— i)inni.r),

car le nombre m devant prendre toutes les valeurs, depuis — 00
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jusqu'à -h 30, on peut, sans altérer la s(unm<' N^, ciianj^er ni en

m -\- h dans la fonction
'f (^, m).

Soit ensuite, pour un moment,
+- f

il est clair que la nouvelle fonction '5o(-/', m) sera liée à celle dont

nous venons de parler |iar l'égalité

cff,(3?, m) = kilx- -¥- ^(Q.T^ m).

Or, en recourant à la valeur de et réduisant les deux termes

en x'-^ on ohliciidra immédiatement

cpo(a7, m) = d{c -\- dM).r^-h {'jtm -+- u.)( c -\- dio )t -i
—

j ( i m -h ix)-— mv,

de sorte que l'on peut passer de la fonction 's(x, m) à la fonc-

tion c2o(^, m) par le simple changement de a et h en c et d. On a

donc la relation

9o<'^ -I- I, 'n) —
'f o(^, m -\- d) = icm -j- m = n (inoda ),

et, par suite, celle-ci :

^o(:^-+-^) = (— i)nn«(:r).

On en déduit que l'on a, relativement à la fonction W.{x\

d'où, après avoir dans les deux membres supprimé le fac-

teur ^'^''-''
el icm placé ùx par .r,

II (.r + 12) = (— i)"n(.r)e~*''^-^^^'.

Ces deux égalités démontrées, voici maintenant comment on

parvient, dans le cas où l'on suppose k ^= \ , à la di'terminatinn de

la constante T dans l'équation

o r/ , 7 \ „ T „/Tt6(a4-6w)x' rT-r, /„ C-^«10\
Q!x,v|(«-4- biù).r, M\e = T0,„ „(.r,

^ ^^,^^ )•

Renq)la(;aul d aiiord Ic^ lOnclu^ns |)ai- ItMirs dt'\ «'IcpixMnenls <M

Il I 1 1 \ 1 1 *' — tlU)

uiellanl pour cela daus le secoml inciuhit' 1.2 ;ui heu de -,— •
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on aura

(A) y e''t?'^."" = Ty (- //( ri

') e

t2
TT

I
1 2 /« H- m I » -H — { 2 /H -t- mr':[„

(îcla |t()S('', tioiiN iiiiio(liiii()ii>; iiii lieu de
'f

(•-'", fn) l'expression

'\i ( ./•, /ti ) = cp ( a-, //t )
— mx,

ce qui permettra de supprimer dans les deux membres de l'équa-

lion précédente le facteur r''"'"'', do manière à avoir

(— I ) e
„ ; t: 2 m .1- + ""

( 2 /" -I- m -

On en conclura, par suite, en inl(''grant entre les limites zéro et

l'unité,

û

et il s'agira maintenant d'obtenir l'intégrale définie du |)remier

membre. A cet ellet, j'observe que la fonction '^iÇt^/h) donne lieu à

cette relation
•li{x -i- I , /// ) ^ 'i/

(

ce, m -^ b) { niofl i
),

ou plus généralement

^{x -\- n, m) ^ <]jix, m -\- tib) (morl^).

n désignant un entier arbitraire. Supposons donc, comme il a été

admis précédemment, que b soit différent de zéro et positif, et

décomposons la série des nombres entiers m en b progressions

arithmétiques dont la raison soit b. on aura

2iTZ'hyx,m) 'V"' iTi'h(x,nb

m ^" n
X 00

-f- X

+ 00

z/-
'\l<X,!lb-i-b- l)
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Or, en vertu de la propriété de Ih l'onciioii 'lix, m), celte rela-

tion pourra encore s'écrire

-i- X -f- «

TZ'lx-h/lfO}

^™m ^^ ri

e
II

— «

-t- os

,
'V"' itî'll J'-rll,

— »

Ainsi 1 intégrale déHnie chercliée

2 e''^'^'
•'•'""

^:r

i
se trouve expriuK'e par la somme d un nomlire d intéi;rales telles

que

formant la suite des valeurs o, i, 2, .... Z> — i. Maintenant, en

vertu d'une trausloiimition bien connue de ces sortes d expressions,

on a sim|dem('nt

«/q — « »/ — X

de sorte cpie Ion par\i<'nt pour la dtiermiuation de ï à celte

relation

Les intégrales cpii y li-;urent s obtieiuienl par la ioniiuie
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OÙ le r;i(li(;il ciiii*' y/— ip ol |nis Je iiumiriw (iiic |;i luiilic ii'cllc

sttil |»iimIi\c. (jc r(''sull;il csi di'i, ('oiniiic (mi sail, ;i M. Caucliy, cl

a v\v (Ioiuk'; |>ar I illiislic ^('(Miirlrr (laii> les anciens lixercices

imil hcniatH/ucs. ( )ii m (nMchil par un calcul lrcsfacil(3 la valeur

(le la C(iii>laiilc I , (|iii >c |in'->ciilc d iilior'd sous celle forme (')

,%;^ -ITT-

T
y/— ib{a -\- biM)

ayant |K)iir \alcur

- -^ iiiu.'* — i\).n\-t-dm'— (ih''\

e '*"

Pour |)r-ou\er ensuile (jue est une racine huitième de l'unité,

il laiil remplacer lll par sa \aleur

a\x -^ b'i -{- ab,

et Ton par\ ient ainsi, en Taisant usage de l'équalion

ad — bc — i,

à l'expression

,^ — {ac\l.^-t-2hc JJ.V -i-bri\''-hiabr \J.-\-ialid 'i -i-ab''c)
=z e *

Quant à la i-(''duetion aux symboles de la théorie des résidus

quadratiques par les formules de (jauss de la somme

6-1 "(p-^M

2 .-"^^,

je pense qu'il suffit d'avoir donné les résultats du calcul sans

rapporter le calcul lui-même qui est sans difficulté, et je terminerai

cette Note en donnant les formules pour l'expression des fonc-

tions U{^x) par les fonctions 0m,ii ( ^) au module Q lorsque le

nombre k = ad — bc est pair.

('J On a supposé b positif. La fornuile donnant T subsiste, quel que soit le

signe de b. en convenant que la somme S s'étend aux valeurs o, i, 2, . . . , |î — i,

où p représente la valeur absolue de b.
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Pdiir cela je clislinguerai deux cas :

I» (m -T- ij(n -i-i) = I (mod2).

Vlors, fxnir [jlv ^ o (mod2), on a

et pour av ^ I (niod 2J,

l\(x) = ©0,0 1'^) 0o.i<'^ » w,,u( X I Hi.i(a: ) Ta- - ; :

2» ( m -I- ij(n -i- I) = o (tnodi).

En supposant encore [j.v ^ o (mod2), on aura

n{x) ^ e,n.o(.r)e»,n(a^)T/.-2,

et pour [Jiv ^ I (mod2),

T/, couHue il a été dit précédeaimenl, dcsii:ne une tonction de

deerc f des carrés de deux des fonctions (-). Je me réserve de re\enir

dans une autre occasion sur ces formules poui- la transformation

des fonctions elliptiques, qui représentent pour un ordre donné

une classe de transformations qu'il importe de considérer dune

manière particulière dans l'ensemble de toutes les transformations

possibles.

FIN DU TOME I.
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